
La agricultura urbana y periurbana se plantea como una solución para 
satisfacer la demanda de alimentos frescos en las ciudades; pero, el proble-
ma principal es la disponibilidad de agua de riego para los cultivos. Por esta 
razón, el aprovechamiento de la precipitación pluvial es indispensable para 
la solución del problema. El primer paso para analizar el potencial de 
precipitación es la adquisición de registros de precipitación de manera 
continua y por un periodo mayor a 30 años. 
 Sin embargo, las estaciones que registran la precipitación en la 
Ciudad de México presentan datos faltantes en un rango de 10%-80%. El 
objetivo del trabajo sobre dicho tema e incluido en este tomo, fue evaluar y 
comparar el desempeño de 5 métodos de estimación de datos faltantes para 
diferentes tipos de clima, tipos de agrupación para la selección de estacio-
nes vecinas y porcentaje de datos faltantes. Para evaluar el desempeño de 
los métodos se utilizaron las siguientes medidas de ajuste: eficiencia de 
Nach-Sutcliffe, coeficiente de determinación, error medio absoluto y raíz 
cuadrada del error cuadrado medio. 
 El método regularización esperanza maximización tuvo los 
mejores resultados para estimar datos faltantes en climas semiáridos y 
templados semihúmedos cuando se presentan 10%-40% de datos faltantes. 
En climas semihúmedos, se desempeñó mejor el método de interpolación 
por funciones ortogonales con porcentajes de datos faltantes de entre 
40%-80%.

ASMIIA, A.C.
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Presentación

En este tomo se revisan los siguientes temas:

Análisis de sistema de suspensión de remolque agrícola, sometido a cargas de impacto y 
estado tensional triaxial, tuvo como objetivo el análisis del sistema de suspensión de un cuarto 
de remolque agrícola, sometido a cargas de impacto y estado tensional. 

Comparación de tres métodos de determinación de tensiones en recipientes de paredes 
delgadas, tuvo como propósito: la aplicación de las herramientas de diseño asistido por computadora 
y el análisis por elementos finitos durante la determinación de tensiones y deformaciones y la 
comparación de los resultados logrados con los emanados de cálculos analíticos y de mediciones 
experimentales. 

En Productividad y Rentabilidad del Cultivo de Naranja (Citrus sinensis) en una Huerta 
Típica del estado de Veracruz, México, la investigación consiste en evaluar la productividad y 
rentabilidad de ese cultivo en Veracruz.

Predicción de oxígeno disuelto en un sistema acuapónico utilizando una Red Neuronal 
Artificial, desarrolla e instrumenta una red neuronal artificial para la predicción de la concentración 
de oxígeno disuelto en un sistema acuapónico.

Estimación de datos faltantes en series de precipitación de la ciudad de México, evalua y 
compara el desempeño de cinco métodos de estimación de datos faltantes para diferentes tipos de 
clima, tipos de agrupación para la selección de estaciones vecinas y porcentaje de datos faltantes.

En Ecuaciones que describen la biomasa y rendimiento en función de la densidad de 
población del maíz azul, se determina: a) el efecto de la densidad de población sobre la biomasa, 
rendimiento y componentes por superficie y planta; b) las ecuaciones que definen esta relación; y c) 
caracterizar el cultivo con base a elementos del clima.

Mecánica de una fogata de leña, complementa la experiencia cotidiana del campo con la 
historia, la ciencia, y las formas de registrar la mecánica de una fogata, midiendo las temperaturas 
en diferentes condiciones cerca de la flama por medio de termopares con medios de conducción de 
calor y aplicando la ley de Fourier y por medios radiactivos usando Stefan- Boltzmann.
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Dinámica compleja de modelos económicos no lineales para tres empresas interactuantes, 
analiza dos modelos de tripolio de Cournot. El primero propuesto por Junhai Ma y Xiaosong Pu; el 
segundo es el de K. Alnowibet y colaboradores; y se construyeron las gráficas para las trayectorias, 
los diagramas de bifurcación y las gráficas paramétricas para otros valores. Se muestra que en ambos 
modelos se tiene una dinámica caótica para algunos valores de los parámetros.

Combatir de raíz la pobreza en México: una responsabilidad que debe compartirse entre 
gobierno y ciudadanos, utiliza algunas herramientas de análisis del Modelo Clásico de Renta-Ocio, 
la Economía del Bienestar y el Óptimo de Pareto, además de algunos conceptos de la Psicología de 
las Masas de Nietzsche, con el objetivo de explicar qué es lo que los individuos pueden hacer por sí 
mismos para salir de su condición de pobreza. 

Análisis de puntos de función para estimación de esfuerzo de diseño de software de un mini-
PFAL, estima los costos y esfuerzos en el diseño de software de una Plant Factory de baja escala; se 
establecen los requerimientos generales del software, se realiza la tabla de complejidad, y finalmente, 
los resultados se traducen para obtener las líneas de código y el esfuerzo requerido estimado.

En La Entropía en las Ciencias de la Computación, su objetivo es mostrar como se ha 
abordado tal concepto en el cómputo y el efecto que se observa en las diferentes áreas de los 
sistemas computacionales, pasando por la Ingeniería de Software, el aprendizaje automático y la 
ciberseguridad.

En Un Sistema que Simula Colisiones en Una Dimensión Entre Dos Cuerpos, se muestra el uso 
de un sistema y las simulaciones consisten en mostrar cómo dos cuerpos chocan dadas sus masas, las 
velocidades con las que se mueven y el coeficiente de restitución entre ambos cuerpos.

Finalmente, Inventario de Estilos de Argumentación de Información Matemática y 
motivacional (IDEAMATEMATICA-R), valora, en estudiantes de primer año de preparatoria, 
el proceso de objetivación de “información relevante” en episodios de aprendizaje a través de 
argumentos. 

Fraternalmente

Francisco Pérez Soto

Capítulo I

María Victoria Gómez Águila1, Luis Tonatiuh Castellanos Serrano1, 
Marcelino Aurelio Pérez Vivar2 y José Alfredo Castellanos Suárez1

ANÁLISIS DE SISTEMA DE SUSPENSIÓN 
DE REMOLQUE AGRÍCOLA, SOMETIDO 

A CARGAS DE IMPACTO Y ESTADO 
TENSIONAL TRIAXIAL

RESUMEN

En el presente trabajo se muestra el análisis del sistema de suspensión del remolque agrícola con 
capacidad de carga igual a cuatro toneladas. Los remolques agrícolas son de indudable valor en 
la producción y distribución de alimentos, siendo los encargados del transporte de materiales, 
máquinas, implementos o ganado, entre otros. La mayoría de los remolques agrícolas son los 
que se le acoplan sistemas de suspensión tipo ballestas, debido a su capacidad para amortiguar 
las sobrecargas dinámicas, disminuyendo la probabilidad de ocurrencia de fallas por excesivas 
tensiones o deformaciones. La metodología para el cálculo de las cargas de impacto se instrumentó 
mediante la modelación mecánico-matemática y −aplicando la teoría del estado tensional− se 
realizó el cálculo de los esfuerzos para el estado tensional triaxial. La simulación de la deflexión del 
sistema de suspensión sometido a carga nominal, fue implementada con la asistencia del software 
SolidWorks. Como resultado de los cálculos realizados se obtuvo que el sistema de suspensión tipo 
ballestas, diseñado para el remolque agrícola objeto de estudio, alcanzó una deflexión bajo carga 
nominal de 4,68 cm, garantizando un 95.7% de confiabilidad en su funcionamiento sin fallas.

Palabras clave: ballestas, choque, esfuerzos, teorías, deformaciones. 

1 Universidad Autónoma Chapingo Centro de Investigaciones Interdisciplinarias y de Servicio en Ciencia, Naturaleza, Sociedad y Cultu-
ra. Carretera México- Texcoco km 38.5, Chapingo. CP 56230. México.
2 Tesista. Departamento de Ingeniería Mecánica Agrícola. Universidad Autónoma Chapingo. CP 56230. Texcoco de Mora. Estado de 
México, México.
Correo: mgomeza@chapingo.mx, lcastellanoss@chapingo.mx, mperezv@chapingo.mx, josealfredocs@hotmail.com
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ABSTRACT

This paper shows the analysis of the suspension system of a four-ton capacity agricultural trailer. 
Agricultural trailers are of undoubted value in the production and distribution of food, transporting of 
materials, machines, implements or livestock, among others uses.

Most agricultural trailers are equipped with spring leaf suspension systems, due to its ability to dampen 
dynamic overloads, decreasing the probability of occurrence of failures due to excessive stresses or 
deformations. The methodology for the calculation of impact loads was implemented by mechanical-
mathematical modeling and, applying the theory of the tensional state, the calculation of the stresses 
for the triaxle tensional state was carried out. The simulation of the deflection of the suspension system 
subjected to nominal load was carried out with the assistance of SolidWorks software.  As a result, it 
was obtained that the leaf spring suspension system, designed for the agricultural trailer under study, 
achieved a deflection under nominal load of 4.68 cm, guaranteeing 95.7% reliability in its operation 
without failures. 

Keywords: Leaf springs, shock, stresses, theories, deformations.

INTRODUCCIÓN

Los remolques agrícolas son indispensables en la producción y distribución de alimentos, siendo los 
encargados del transporte de materiales, máquinas, implementos o ganado entre otros. El mismo consta 
como mínimo de chasis, neumáticos, superficie de carga y, dependiendo de su peso y dimensiones, de 
frenos propios y sistema de suspensión (Nova, Mantilla, 2015, Hurel, J. Terán, E y col, 2017, p.29). 
Éstos se dividen para su estudio en masa suspendida y no suspendida, y por lo general sus masas son 
muy superiores a la de cualquier vehículo común. Por sus ventajas, los remolques agrícolas son los 
que ocupan sistemas de suspensión tipo ballestas, ya que son capaces de dosificar las cargas en el 
chasis, y lograr una distribución favorable de las mismas. Estos sistemas poseen gran capacidad de 
carga, alta durabilidad, simplicidad y bajos costos de fabricación y diseño. Mantilla ((Nova, Mantilla, 
2015); plantea además que los resortes tipo ballesta son tradicionales y ampliamente utilizados en 
vehículos terrestres, debido a la capacidad de carga, bajos costos de manufactura y mantenimiento. 
Los sistemas de suspensión por ballestas poseen muy poco confort ocasionado por la fricción y la 
emisión de sonidos que suelen ser incomodos para el operador. Además, no pueden absorber con 
rapidez la energía provocada por un impacto, provocando así que las vibraciones se transfieran al resto 
del vehículo. Esta poca capacidad para operar con cargas de impacto es una limitante que desencadena 
los sistemas de suspensión de ballestas. En tal sentido, se requiere contar con modelos mecánicos-
matemáticos que representen con determinada exactitud su comportamiento dinámico y, más aún, 
ante cargas de impacto. Los métodos experimentales pueden evaluar el desempeño de este tipo de 
suspensión, los inconvenientes están en los altos costos que demandan este tipo de operaciones. 
Para evitar estos métodos experimentales se recurren a modelos de simulación mediante paquetes 
de programas creados con este fin. Muchos estudios de simulación requieren de modelos analíticos 
previos para su correcta instrumentación.

	 Los modelos mecánico-matemáticos empleados en el diseño de sistemas de suspensiones 
tipo ballestas, conducen a la simplificación e idealización de cargas en diferentes direcciones, los que 
los hace más sencillo de analizar (Ingemecánica, 2019, p.18). Las aproximaciones analíticas hasta el 
momento demuestran ser de indudable valor analítico, por su practicidad y rapidez en la modelación. El 
modelo analítico que describe la dinámica vertical de los remolques de máquinas agrícolas se emplea 
preferentemente para aplicaciones de simulación en tiempo real, donde es prioritaria la rapidez de 
ejecución de la aplicación y el bajo costo computacional. Además, los modelos analíticos permiten un 
primer acercamiento al funcionamiento de estos sistemas y garantizan la base para la futura obtención 
de modelos numéricos de simulación, a resolverse con el empleo de los métodos de elementos finitos. 
En el presente trabajo se tiene como objetivo principal el análisis del sistema de suspensión de un 
cuarto de remolque agrícola, sometido a cargas de impacto y estado tensional triaxial.  

	 Para el análisis de un cuarto de remolque agrícola, sometido a cargas de impacto, se empleará 
los principios de la mecánica clásica, en particular la segunda ley de Newton. Las leyes de la mecánica 
serán expresadas como ecuaciones diferenciales para describir el comportamiento del sistema. El 
funcionamiento del sistema será descrito mediante funciones, ya que son magnitudes físicas y las 
derivadas son su razón de cambio, ambas serán relacionadas mediante funciones de transferencia 
o espacios de estado. El análisis de la deflexión de los muelles se realiza a través del programa 
SOLIDWORKS. Este programa, permitirá la implementación y análisis de la deflexión de un cuarto de 
remolque agrícola, sometido a carga nominal.

MATERIALES Y MÉTODOS 

El trabajo de investigación se realizó, en las instalaciones del Departamento de Ingeniería Mecánica 
Agrícola, de la Universidad Autónoma Chapingo. Para ello se consideró un cuarto de remolque agrícola 
de cuatro toneladas para analizar teórica y prácticamente el comportamiento de las fuerzas a las que 
es sometido diariamente en el campo de trabajo. El sistema de suspensión que utilizan los remolques 
agrícolas son muelles del tipo ballesta (figura 1).

	 El análisis de las cargas por impacto, y de los esfuerzos triaxiales se realiza para el tipo de 
material empleado en la fabricación de las mismas que es acero de la Norma SAE 5160, cuyo módulo 
de elasticidad longitudinal es igual a . Como se observa en la figura 1.1, el chasis se 
encuentra sobre dos juegos de ballestas dispuestas geométricamente de forma simétrica. Cada juego de 
ballestas lo integran 6 hojas de muelles (figura 1.2).
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Figura 1.1. Chasis integrado a la suspensión

Figura 1.2.  Muelle tipo ballesta

Peso del muelle

El peso de un muelle se determina según la ecuación 1

                                                                                                                             	            (1)

donde:

 

; 

Sustituyendo en ecuación 1, se obtiene que el peso del muelle es igual a . El peso del conjunto de 
los dos muelles, que actúa en el eje de la llanta es igual a 34.34 kg.

Fuerzas distribuidas que actúa sobre las ballestas

Las fuerzas distribuidas se identifican a lo largo de la ballesta. Considerando que la ballesta tiene una 
longitud igual a 0.7 m, se determina la carga distribuida según la ecuación 2.

                                                                                                                                           	            (2)

donde:

q – carga distribuida por el peso del material; kg/m

 – densidad del acero 5160; 

v – volumen del muelle; v = 

L – longitud del muelle; L = 0.7 m

Sustituyendo en la ecuación 2, se obtiene que la carga distribuida que se encuentra aplicada sobre el 
muelle de extremo a extremo es igual a:

La fuerza que se le aplica a los muelles es una fuerza distribuida a lo largo de su longitud pero que al 
final se concentran en sus extremos debido a que estos son sus puntos de apoyo.

Capacidad de carga del muelle

La capacidad de carga F, de los muelles (figura 2), aparece en el punto donde surgen los momentos 
flectores máximos, y se determina considerando la condición de resistencia mecánica, como criterio de 
diseño mecánico, según la ecuación 3.

                                                                                                                                      	            (3)

donde:

El esfuerzo máximo se determina según la ecuación 4

                                                                         	                                                                  (4)
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donde: 

F: semi carga que actúa en cada extremo de la ballesta

N: número de hojas que conforman la ballesta; N = 6

b: ancho de las hojas de la ballesta; b = 71.5 mm

e: espesor de las hojas de la ballesta; e = 9.2 mm

L: longitud de la semi cuerda de la ballesta; L = 350 mm

Despejando la ecuación 4 y sustituyendo los valores comprendidos, se obtiene una capacidad de carga 
F igual a: 

 

Figura 2. Ubicación de las variables

Como la carga total admisible que soporta la ballesta es dos veces la calculada, se considera que la 
misma es igual a 2F = 1,729 kg, equivalente a 16.955 kN.

	 El eje trasero tiene dos muelles por lo que la carga máxima que este puede soportar es dos 
veces la carga total admisible que puede soportar un muelle. El eje trasero puede soportar 3,458 kg 
equivalente a 33.91 kN y es capaz de soportar la suspensión trasera del remolque si la ballesta fuese 
perfecta, pero para la cuestión de diseño se agrega un factor de seguridad.

Momento flector máximo

El cálculo del momento flector, se torna complejo por dos razones: la generada por la geometría de la 
viga y por las condiciones de apoyo. Al analizar el diagrama de sólido aislado (figura 3), se observa que 
la viga es curva, y que además, los apoyos hacen que el sistema se convierta en un sistema estáticamente 
indeterminado. 

	 Las consideraciones que se tienen en cuenta para simplificar el modelo con relación al material 
empleado son: material isótropo, homogéneo y continuo, y teniendo en cuenta el capítulo Leaf Springs 
del libro Manual of  Engineering Drawing (Third Edition) se modela las ballestas como una viga curva 
doblemente apoyada con carga puntual en el centro (figura 3).

	 Con el empleo del programa MD. Solids, se grafica el diagrama de fuerzas cortantes y 
momentos flectores (figura 4).

	 Empleando el método de las secciones, se deduce la ecuación de momento flector, y a través del 
método de la doble integral, se deduce las ecuaciones de pendiente (ecuación 5), y el desplazamiento 
lineal (ecuación 6), cuando la ballesta se encuentra sometida a las cargas distribuidas q calculada 
anteriormente. Para simplificar los cálculos, toda vez que los muelles se disponen de forma simétrica, 
se divide en dos partes iguales.

                                  			             (5)

                                			             (6)

donde:

E: módulo de elasticidad longitudinal (módulo de Young) del acero SAE 5160; E = 210 GPa.

I: momento de inercia rectangular (momento de inercia geométrico); mm4.

 
Momento de inercia rectangular

El momento de inercia rectangular se determina, considerando la sección transversal del modelo de 
viga. Para el caso que se analiza, se realiza para la sección transversal rectangular y en el centro de la 
viga, que es donde surgen el momento flector máximo (figura 4).

	 Para el sistema de suspensión del remolque agrícola de 4 toneladas, las ballestas están integradas 
por un total de 6 hojas de muelle (figura 5), y se determina según la ecuación 7.

                                                                                                                                     	            (7)
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donde:

b: base de la sección transversal (figura 5); b =  

h: altura de la sección transversal (figura 5);  

Sustituyendo en la ecuación 7, se obtiene el momento de inercia igual a:

 

 

P=4905N P=4905N 

RAy RBy 

RCy 

Q=240.63N/m 

X1 

L/2 

X2 

L=0.7m 

        

Figura 3. Diagrama de sólido aislado de la viga

          

Figura 4. Diagramas de fuerzas cortantes y momentos flectores

Figura 5. Sección transversal de las ballestas en el centro de la viga

Comprobación de la resistencia mecánica del material de las ballestas

La comprobación de la resistencia mecánica se realiza a partir de la condición mecánica ecuación 
8, siendo el esfuerzo permisible igual a, el esfuerzo de cedencia  sobre el factor de seguridad a 
resistencia mecánica FS (ecuación 9). Para el acero SAE 5160, el esfuerzo de cedencia es igual a de 
1100 MPa, y se considera el factor de seguridad igual a 3.46.

                                                                                                                              	            (8)

                                                                                                                                       	            (9)
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El esfuerzo máximo se determina según la ecuación 10.

                                                                                                                                    	          (10)

donde: 

Mx: momento flector máximo; Mx = 1,736.96 N.m

Sustituyendo en la ecuación 10, se comprueba que la ballesta resiste las fuerzas aplicadas sobre ellas, 
ya que el esfuerzo normal máximo es mucho menor que el permisible.

			    

Cálculo por impacto

El cálculo por impacto se agrupa dentro de la categoría de cargas dinámicas, que suelen provocar 
magnitudes mayores a las cargas estáticas, y de duración menor, disminuyendo bruscamente la 
resistencia de los materiales. Para el sistema de muelle tipo ballesta se emplea el caso particular de 
una carga por impacto. Las deformaciones (ecuación 11), y los esfuerzos normales (ecuación 12), son 
dos veces mayores que las que ocurren estáticamente de la misma carga (Gere, J. Goodno, B J, 2013).

				    					              (11)

				                                     			            (12)

Cálculo por esfuerzo triaxial

Él estado de esfuerzo triaxial se considera cuando el elemento de material se somete a esfuerzos normales 
 y actúan en tres direcciones mutuamente perpendiculares (Beer, F P. Johson, ER, 2009).

	 Analizando los esfuerzos que actúan sobre la ballesta se corrobora que la misma está sometida 
a flexión plana donde actúa solamente el momento flector en el plano y, x el cual genera un esfuerzo 
normal  clasificándose como estado tensional monoaxial (figura 6).

	 Aplicando la teoría del estado tensional se deriva el estado tensional monoaxial o lineal, figura 
7, se determina el esfuerzo normal máximo, según la ecuación 13.

	                                         						               (13)

	 Considerando el momento flector máximo, momento de inercia rectangular y los puntos de 
mayor peligrosidad, se obtiene los esfuerzos principales máximos y mínimos iguales a:

Los que se ilustran como aparece en la figura 7.

 

 
 

 

 
 

Figura 6. Estado tensional monoaxial

Figura 7. Esfuerzos principales

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Mediante el software de diseño SOLIDWORKS utilizando el método de elemento finito (FEM) 
se analiza el sistema de suspensión, y se obtienen los desplazamientos del modelo (figura 8), y los 
esfuerzos de Von Misses (figura 9). El análisis estático del sistema de suspensión permite conocer la 
deflexión máxima que se genera en el instante en el que el muelle tipo ballesta está bajo carga nominal 
o máxima a la que está diseñado el sistema. 
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	 Como se observa en la figura 9, el desplazamiento generado al estar sometido bajo una carga 
de una tonelada es de 4.68 cm. El desplazamiento generado es considerable por lo que el material del 
que se construyen las muelles es confiable para el transporte de carga.

Figura 8. Desplazamiento de las ballestas

	 Matemáticamente, el esfuerzo que se genera en los muelles tipo ballestas es de 13.59 MPa. 
Por el método de elemento finito el esfuerzo de resistencia generado por Von Misses es igual a 19.44 
MPa. Se aprecia que a pesar de que el esfuerzo obtenido por el programa de Análisis por el Método 
de Elementos Finitos, conocido como esfuerzo de Von Misses es mayor la energía de distorsión 
generada por la carga sigue siendo mucho menor al límite elástico. Como se observa en la figura 8, el 
sistema no presenta puntos críticos, por lo que se infiere que es altamente confiable. La confiablidad 
del diseño de las ballestas es de 95.7 %. Por consiguiente, los esfuerzos dinámicos o cargas por 
impacto continúan siendo pequeñas a pesar de que éstas son el doble que los esfuerzos estáticos 
(Gere, J. Goodno, B J, 2013).

Sustituyendo en la ecuación 12, se obtiene:

	 El esfuerzo dinámico se desarrolla en un periodo de tiempo muy pequeño por lo que el material 
vuelve a la normalidad pasando nuevamente a su límite elástico (Gere, J. Goodno, B J, 2013).

Figura 9. Esfuerzos de Von Misses

	 El análisis del sistema de suspensión bajo la teoría de fallas deriva en el estado tensional 
monoaxial, siendo igual a los esfuerzos normales máximos y mínimos igual a + 13.59 MPa, y -13.59 
MPa respectivamente.

CONCLUSIONES

Analizando estáticamente el sistema de suspensión tipo ballesta, fabricado de acero según la norma 
SAE es el 5160, cada muelle del remolque agrícola soporta una carga máxima igual a 1, 729 kg. 

	 Con los cálculos realizados se tiene que el muelle tipo ballesta diseñado para el remolque 
agrícola según la geometría de las ballestas garantiza un 95.7% de confiabilidad lo que lo hace altamente 
confiable. 

	 Las cargas de impacto hacen que la vida de los materiales decrezca con el paso del tiempo por 
lo que la vida de las ballestas depende de la magnitud de la fuerza de la carga de impacto. El cálculo de 
carga de impacto para un muelle nos lleva a un caso particular donde la carga es el doble del esfuerzo 
estático, esto nos lleva a que la carga de impacto del muelle sea de 27.18 MPa, aún el muelle bajo carga 
de impacto el valor está muy por debajo del esfuerzo de fluencia del acero SAE 5160.
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	 El estado tensional que surge debido a las cargas que actúan sobre las ballestas es un estado 
tensional monoaxial, manteniéndose la magnitud de los esfuerzos normales, garantizándose la 
resistencia mecánica y las deformaciones estáticas y dinámicas, lo que deriva que tenga un tiempo de 
vida útil elevado.
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COMPARACIÓN DE TRES MÉTODOS DE 
DETERMINACIÓN DE TENSIONES EN 

RECIPIENTES DE PAREDES DELGADAS

RESUMEN

La aplicación de las herramientas de diseño asistido por computadora y el análisis por elementos 
finitos durante la determinación de tensiones y deformaciones en recipientes a presión de paredes 
delgadas, y la comparación de los resultados logrados con los emanados de cálculos analíticos y de 
mediciones experimentales, constituye el propósito central de este trabajo. Fueron aplicados tres 
métodos para la determinación de las tensiones y deformaciones unitarias en determinados puntos 
característicos de un recipiente de paredes delgadas objeto de estudio: el método analítico clásico 
basado en la teoría de la membrana; el Método de los Elementos Finitos y la medición experimental 
basada en la extensometría eléctrica. Como resultado, se obtuvo que en zonas de los recipientes de 
paredes delgadas sin cambios bruscos de curvatura y alejados de empalmes u otras discontinuidades, 
los resultados del cálculo del estado tensional por métodos analíticos basados en la teoría de la 
membrana presentaron una alta aproximación con relación a la aplicación del Método de los 
Elementos Finitos y la medición experimental. Asimismo, se evidenció que en el caso de existencia 
de cambios bruscos de curvatura o aproximación de los puntos objeto de determinación a empalmes 
o discontinuidades, los resultados del cálculo del estado tensional en recipientes de paredes delgadas 
aplicando el método de los Elementos Finitos, proporcionó una alta aproximación a los obtenidos 
mediante mediciones experimentales, mientras que el método de cálculo basado en la teoría de la 
membrana arrojó resultados desfavorables.
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ABSTRACT

The application of computer-aided design tools and finite element analysis during stress-strain analysis 
in thin-walled pressure vessels and the comparison of the results achieved with those emanating 
from analytical calculations and experimental measurements, constitutes the central purpose of this 
research. Three methods for stress-strain determination on certain characteristic points of a thin-
walled container object of study were applied: the classical analytical method based on the theory 
of the membrane; the finite element method and the experimental measurement based on strain gage 
technique. As a result, it was found that in areas of thin-walled containers without abrupt curvature 
changes and far away from joints or other discontinuities, the results of the calculation of the stress-
strain state by analytical methods based on the membrane theory presented a high approximation 
in relation to the application of the Finite Element Method and the experimental measurement. 
Likewise, it was evidenced that when sudden changes of curvature or discontinuities are present, the 
results of the calculation of the tensional state in thin walled containers applying the Finite Element 
Method provided a high approximation to those obtained by experimental measurements, while the 
method of calculation based on the theory of the membrane gave unfavorable results.

Key words: stress, methods, membrane theory, strain-gage.

INTRODUCCIÓN

Los métodos tradicionales de cálculo de tensiones y deformaciones en recipientes de paredes delgadas 
sometidos a presión, apoyados en la teoría de membrana, sólo son aplicables en zonas de las paredes 
apartadas de cambios bruscos de curvatura, refuerzos y otras discontinuidades que son frecuentes en 
la práctica y en los que se producen tensiones de flexión y concentración de tensiones que en general 
revisten importancia decisiva en los cálculos. La aplicación de métodos analíticos avanzados de la 
teoría de la elasticidad puede ser una vía para la solución de determinados problemas de este tipo, no 
obstante, revisten una alta complejidad, generando cálculos en extremo laboriosos. 

	 Actualmente, los métodos de simulación apoyados en el empleo de software de diseño 
asistido por computadora y de análisis por elementos finitos, constituyen una poderosa herramienta 
para la solución, con un alto nivel de aproximación, de problemas dirigidos a la determinación de 
tensiones y deformaciones en estructuras y órganos de máquinas, entre otras aplicaciones.

	 De acuerdo a Romero (2010) con la denominación de recipientes a presión se incluye a 
cualquier envase constituido por una envolvente −normalmente metálica− capaz de contener un 
fluido, en estado líquido o gaseoso, cuyas condiciones de temperatura y presión son distintas a las 
del medio ambiente.

	 El Código ASME (ASME, 2017), define los recipientes a presión como envases para la 
contención de fluidos bajo presión interna o externa, la cual puede obtenerse de una fuente externa, 

o por la aplicación de calor desde una fuente directa o indirecta. El método tradicional de cálculo de 
recipientes de paredes delgadas basado en la teoría membranal no ha perdido actualidad, formando 
parte de los planes de estudio de ingeniería (Silva y Livaque, 2016; Balanzá, 2018) en diversos países. 

	 Durante el cálculo de esfuerzos en recipientes de paredes delgadas, aplican la teoría de 
membrana y señalan que, debido a la simetría axial del recipiente y de su contenido, no se ejercen 
esfuerzos cortantes sobre un elemento de área en la pared del recipiente.

	 Para que una superficie de pared delgada se comporte en régimen de membrana y puedan 
ser aplicables las expresiones correspondientes a esta teoría, es necesario la asunción de algunas 
restricciones, como:

•	 Que el espesor de la superficie sea muy pequeño en comparación con las restantes dimensiones. 
El radio de curvatura mínimo de la superficie debe ser superior a 10 veces el espesor de la pared;

•	 Que las acciones exteriores sean tales que los esfuerzos se desarrollen solamente en la superficie 
media de la pared;

•	 Que las reacciones de apoyo estén localizadas en el plano meridiano, caso contrario se desarrollan 
esfuerzos transversales y de flexión en la región de frontera;

•	 Que la variación del radio de curvatura de la curva que engendra la superficie sea suave, no 
existiendo discontinuidades. De otra forma surgirán esfuerzos transversales y momentos 
flectores en las zonas próximas a dichas discontinuidades.

	 Según Veličković (2007) los métodos analíticos pueden ser aplicados con exactitud 
satisfactoria en un gran número de problemas técnicos en la práctica, aunque en el caso de 
reservatorios de paredes delgadas con formas atípicas, así como con la posibilidad de existencia 
de concentración de tensiones, es prácticamente imposible aplicar métodos analíticos durante la 
determinación de tensiones y deformaciones en las paredes de dichos reservatorios. Sobre esta base, 
se aplican métodos numéricos durante la determinación del estado tensional, y deformacional de un 
contenedor de gas licuado de geometría toroidal. 

	 Bischoff y col. (2004) señalan que, entre los métodos de discretización, el predominante ha 
sido el Método de los Elementos Finitos, formulando su aplicación para el diseño de estructuras de 
paredes delgadas.

	 Asimismo, señala que, según Ramm, E. y Wall, W.A. (2004), en el presente la capacidad 
computacional ha devenido un elemento poderoso que ha posibilitado un alto nivel de sofisticación 
de las herramientas de simulación, sin olvidar la principal fuerza motriz de los predecesores de los 
estudios de las estructuras de paredes delgadas: la concentración sobre lo esencial y su reducción al 
principal comportamiento mecánico de dichas estructuras. 

	 Jachimowicz y col. (2018) señalan que desde los años 60-70 del siglo XX tuvo lugar un 
significativo progreso en los métodos de análisis estructural gracias al desarrollo de los métodos 
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matriciales, pues ese progreso hizo posible el surgimiento del Método de los Elementos Finitos. 
Asimismo, señalan que no obstante los métodos analíticos, fueron ampliamente usados posteriormente 
al desarrollo de las tecnologías computarizadas en los años 70-80, hoy en día el Método de los 
Elementos Finitos constituye la principal técnica utilizada en el análisis de estructuras de paredes 
delgadas, así como de toda clase de estructuras.

	 Bakker y Peköz (2003) también abordan la aplicación del Método de los Elementos Finitos 
durante el análisis de estructuras de paredes delgadas, alertando las posibles fuentes de error durante 
este tipo de análisis, tanto lineales como no lineales.

	 Una tercera vía de determinación de tensiones y deformaciones en estructuras de cualquier 
tipo, con un alto nivel de exactitud, es la vía experimental, basada fundamentalmente en el empleo de 
la extensometría eléctrica. No obstante, esta vía se emplea en las etapas de prueba y comprobación, 
ya que como es obvio, en la etapa de cálculo aún no se cuenta con la estructura física objeto de 
medición.

 	 La aplicación de las herramientas de diseño asistido por computadora y el análisis por 
elementos finitos durante la determinación de tensiones y deformaciones en recipientes a presión 
de paredes delgadas y la comparación de los resultados logrados con los emanados de cálculos 
analíticos y de mediciones experimentales, constituye el propósito central de este trabajo.

MATERIALES Y MÉTODOS

El análisis se efectuó mediante un estudio de caso consistente en un recipiente vacío de gas 
refrigerante (figura 1) y sus dimensiones (tabla 1) con tres zonas con diferentes radios de curvatura: 
una zona circunferencial, una elipsoidal y otra de transición entre ambas con una curvatura toroidal.

	 Las determinaciones del estado tensional en las tres zonas del recipiente se efectuaron para 
cuatro niveles de presión manométrica interior: 0,5; 1,0; 1.5; 2,0 atmósferas métricas (kgf/cm2). 
El estado tensional en determinados puntos de cada zona se caracterizó mediante la determinación 
de las tensiones meridionales (  m) y circunferenciales (  c) empleando los tres métodos objeto de 
estudio:

1.	 El método analítico clásico;
2.	 El Método de los Elementos Finitos;
3.	 El método experimental.

Para la aplicación del método analítico se empleó la teoría de la membrana clásica (Figura 2).

Aplicando la ecuación de Laplace (Kane & Sternheim, 2004) se obtiene una primera ecuación (1):

                                                                                                                                          (1)

siendo:

 ρm y  los radios de curvatura de la pared del recipiente en las direcciones meridional y circunferencial, 
respectivamente;

 espesor de la pared;

 presión aplicada en el interior del recipiente.

Una segunda ecuación (2), se obtiene del corte seccional en lugares oportunos del recipiente objeto 
de estudio. Para el caso general de la figura 2, se obtiene la ecuación de presión aplicada P;

                                                                                                                                (2)

Aplicando este método, se obtienen las expresiones para la determinación de los esfuerzos 
circunferenciales y meridionales en los casos objeto de estudio (cilindro, elipsoide y toroide).

Una vez calculados los esfuerzos normales, son obtenidas las deformaciones unitarias meridionales ( ) 
ecuación 3, y circunferenciales (  aplicando la Ley de Hooke para el estado tensional plano:

                                                                                                                            (3)

                                                                                                             	           (4)

siendo E y : el módulo de elasticidad longitudinal o módulo de Young, y el coeficiente de Poisson 
del material del recipiente, respectivamente.  

Figura 1. Recipiente objeto de estudio
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Tabla 1. Dimensiones del recipiente

Parámetros geométricos Unidad; mm
125.0
106.0
  50.0
  63.0
    1.0

	 El segundo método aplicado (Método de los Elementos Finitos) se parte de la elaboración 
de un modelo geométrico tridimensional digitalizado del recipiente objeto de estudio (figura 3) y su 
procesamiento en un programa comercial de análisis por elementos finitos. En este caso se empleó el 
programa Cosmos DesignStar 3.0.

	 A los efectos de economía de recursos computacionales, el modelo geométrico consistió 
en la mitad del cilindro (figura 3) aplicándose como condición de frontera la opción de simetría 
(restricciones de color verde). En toda la superficie interior se aplicó la presión manométrica (flechas 
de color rojo) entre 0.5 y 2 atmósferas métricas ( .

	 En la figura se aprecia además, el mallado de elementos finitos aplicado, estando constituido 
por 32 888 elementos y 65 619 nodos de una malla sólida, estándar y de alta calidad, de acuerdo 
a la clasificación del software utilizado. El mallado fue definido como resultado de un estudio 
de convergencia de los resultados de salida. Como salida, el programa brinda, en cada nodo, los 
esfuerzos y deformaciones unitarias en los diferentes ejes, entre otras salidas.

Figura 2. Representación gráfica para el planteamiento de la teoría de membrana

El tercer método (medición experimental) se efectuó aplicando técnicas de extensometría eléctrica. 

	 La figura 4 muestra la instrumentación empleada en las mediciones, la cual está conformada 
por cinco puentes de extensómetros, cada uno de ellos con un extensómetro activo y otro colocado 
en un recipiente gemelo (sin carga) para compensación de temperatura.

Los extensómetros activos miden la deformación unitaria en cinco puntos y direcciones:

•	 Deformación unitaria meridional en la zona de curvatura elipsoidal
•	 Deformación unitaria meridional y circunferencial en la zona de curvatura toroidal
•	 Deformación unitaria meridional y circunferencial en la zona de curvatura cilíndrica

	 Mediante un compresor (figura 4.a) es aplicado el nivel de presión correspondiente al recipiente 
objeto de medición, controlado por un manómetro instalado a la entrada del aire al recipiente. Cada 
uno de los puentes se equilibra de manera que cuando la presión es nula, se encuentre en cero la 
lectura en train del indicador del amplificador extensométrico, marca Bruel&Kjaer Tipo 1516. 
De esta manera, la lectura del indicador obedecerá exclusivamente a las variaciones en deformación 
unitaria de los extensómetros activos. 

Figura 3. Modelo geométrico, mallado y condiciones de frontera
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Una vez medidas las deformaciones unitarias, entonces se calculan los esfuerzos mediante la Ley de 
Hooke generalizada ecuación 5 y 6.

                                                                                                                       (5)

             		                                                                      	           (6)

	

Durante las corridas experimentales, cada variante fue objeto de tres repeticiones, obteniéndose el 
valor medio.

 

Figura 4 a. Equipamiento empleado en las mediciones experimentales

	

Figura 4 b. Detalle del pegado de los extensómetros eléctricos

 
RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Los resultados de la determinación de las tensiones meridionales y circunferenciales en la zona 
cilíndrica del recipiente se muestran en las tablas 1 y 2.  En las tablas se observa, además, las 
ecuaciones de regresión y los coeficientes de determinación (R2) obtenidos para las tensiones 
en función de la presión en el recipiente, así como las diferencias en % cuando se comparan los 
resultados obtenidos por los diferentes métodos de determinación.
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Tabla 1. Esfuerzos meridionales en la zona cilíndrica

Tensión meridional, parte cilíndrica (MPa)

Presión,
atm

Elementos 
Finitos

Método 
experimental

Método 
analítico

Dif. (%) Dif. (%) Dif. (%)

0 0 0 0 0 0 0

0,5 3,03 3,15 3,04 0,32 3,8 3,6

1,0 6,08 6,09 6,08 0,13 0,16 0,16

1,5 9,12 9,14 9,12 0 0,22 0,16

2,0 12,03 12,39 12,10 0,58 3 2,39

Regresión
m=6.044 p m=6.154 p m=6.064 p

Coef. 
Determ. R² = 0.999 R² = 0.999 R² = 1 

Tabla 2. Tensiones circunferenciales en la zona cilíndrica

Esfuerzo circunferencial, parte cilíndrica (MPa)

Presión,
atm

Elementos 
Finitos

Método 
experimental

Método 
analítico

Dif. (%) Dif. (%) Dif. (%)

0 0 0 0 0 0 0

0,5 6,09 6,51 6,08 0,16 6,89 7

1,0 12,15 12,39 12,16 0,08 1,97 1,89

1,5 18,20 18,27 18,24 0,2 0,38 0,16

2,0 24,22 24,15 24,3 0,32 0,29 0,62

Regresión
c = 12.12 p c = 12.18 p c = 12.15 p

Coef. 
Determ. R² = 1 R² = 0.999 R² = 1 

 
	 De estos resultados se aprecia que las diferencias en los resultados obtenidos por los tres 
métodos son insignificantes, así como que en todos los casos se obtiene una alta correlación en los 
ajustes lineales de las tensiones en función de la presión, ratificándose la proporcionalidad entre las 
tensiones y las presiones interiores en los recipientes. La relación lineal entre las deformaciones 
unitarias en la parte cilíndrica y las presiones interiores en el recipiente, obtenidas de las mediciones 
experimentales, se aprecia en la figura 5. 

Figura 5. Relación lineal entre la deformación unitaria y la presión interior

	 Los altos coeficientes de determinación (R2) obtenidos, es una muestra de la calidad de las 
mediciones y del equipamiento utilizado.

	 En la Tabla 3 se muestran los valores de los esfuerzos meridionales obtenidos en la zona de 
curvatura elipsoidal, obtenidos por los tres métodos objeto de estudio.

	 Del análisis de las ecuaciones de regresión y las diferencias en % obtenidas, se aprecia, al 
igual que en la zona de curvatura cilíndrica, una alta aproximación en los resultados obtenidos por 
los tres métodos, aunque es de resaltar la extraordinaria similitud en los cálculos efectuados por los 
métodos analíticos tradicionales en comparación con el Método de los elementos finitos. Asimismo, 
es necesario aclarar, que las zonas seleccionadas para las determinaciones están alejadas de zonas 
con cambios bruscos de curvatura lo que asegura la aplicación exitosa de la teoría de la membrana.

	 Pasando al análisis de los resultados en la parte con curvatura toroidal (Tablas 4 y 5), es 
posible apreciar que la aplicación de la teoría de la membrana ya no brinda resultados satisfactorios, 
precisamente por estar situada en una zona de transición entre dos zonas con diferente curvatura, 
apareciendo incluso tensiones de compresión no detectables por el análisis membranal. En la figura 
6 se muestra uno de los valores negativos de la tensión meridional en la zona toroidal, obtenido por 
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el Método de los elementos finitos, para una presión interior de 2 atm métricas. Es evidente la no 
posibilidad de aplicación del método analítico basado en la teoría membranal en casos como éste.

Tabla 3. Esfuerzos meridionales en la zona de curvatura elipsoidal

Esfuerzos meridionales, parte elipsoidal (MPa)

Presión,
atm

Elementos 
Finitos

Método 
experimental

Método 
analítico

Dif. (%) Dif. (%) Dif. (%)

0 0 0 0 0 0 0

0,5 15 17 14.68 4 4,4 0.13

1,0 39.34 35 39.35 4,3 4,2 0,03

1,5 54.01 52 54.03 3,7 3,7 0,05

2,0 68.57 68 68.7 1 0,83 0,22

Regresión
m=35.33 p m=34.33 p m=35.35 p

Coef. 
Determ. R² = 0.990 R² = 0.999 R² = 0.990

Tabla 4. Tensiones meridionales en la zona toroidal

Tensión meridional, parte toroidal (MPa)

Presión,
atm Elementos Finitos Método 

experimental Método analítico

0 0 0 0

0,5 -2,12 -2,10 2.084

1,0 -4,22 -4,20 4.168

1,5 -7,33 -7,35 6.252

2,0 -9,47 -9,45 8.337

	 Asímismo, se aprecia la alta aproximación del método de los elementos finitos en comparación 
a la medición experimental, lo que ratifica la validación de este método como vía de análisis en casos 
que no cumplimenten las restricciones requeridas para el empleo del método de análisis basado en la 
teoría de la membrana. 

Figura 6. Tensión meridional en la zona de curvatura toroidal-presión interior de 2 atm

Tabla 5. Tensiones circunferenciales en la zona toroidal

Tensiones circunferenciales, parte toroidal (MPa)
Presión,

atm Elementos Finitos Método experimental Método analítico

0 0 0 0
0,5 2,94 2,93 1.276
1,0 4,69 4,68 2.551
1,5 6,09 6,09 3.827
2,0 8,53 8,53 5.102
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CONCLUSIONES

•	 En zonas de los recipientes de paredes delgadas sin cambios bruscos de curvatura y alejados 
de empalmes u otras discontinuidades, los resultados del cálculo del estado tensional por 
métodos analíticos basados en la teoría de la membrana presentan una alta aproximación con 
relación a la aplicación del Método de los Elementos Finitos y la medición experimental;

•	 En el caso de existencia de cambios bruscos de curvatura o aproximación de los puntos 
objeto de determinación a empalmes o discontinuidades, los resultados del cálculo del estado 
tensional en recipientes de paredes delgadas aplicando el Método de los Elementos Finitos 
proporciona una alta aproximación a los obtenidos mediante mediciones experimentales, 
mientras que el método de cálculo basado en la teoría de la membrana arroja resultados 
desfavorables.

LITERATURA CITADA 

ASME: American Society of Mechanical Engineers. Código de diseño, construcción, inspección y 
pruebas para calderas y recipientes a presión. Sección VIII, División I.. Disponible en: http://
www.asme.org/Codes/International_Boiler_Pressure.cfm. Consultado: 23 nov. 2019.

Bakker M.C.&T.Peköz  The finite element method for thin-walled members—basic principles. Thin-
Walled Structures. Volume 41, Issues 2–3, February 2003, Pages 179-189. Disponible en:  
https://doi.org/10.1016/S0263-8231(02)00086-1 . Consultado: 25/5/2019

Balanzá, J. C. Cálculo de Recipientes a Presión de Pared Delgada. Monografía. Disponible en: https://
es.scribd.com/doc/42401291/Calculo-Recipientes-Presion-Pared-Delgada. Consultado: 
25/05/2019.

Jachimowicz, J.; J. Makowski&J. Osiski. Selected Problems Concerning the Analysis of ThinWalled 
Structures with the use of Finite Element Method. Disponible en: https://www.researchgate.
net/profile/Jerzy_Jachimowicz/publication/228974928. Consultado: 25/8/2019.

Kane, J. W. & M. M. Sternheim. Física.2ª ed. Editorial Reverté, 2004. ISBN: 8429143181. Pág. 
336-337

Ramm E &W.A. Wall. Shell structures – a sensitive interrelation between physics and numerics. 
International Journal for Numerical Methods in Engineering2004; 60: 381–427. Wiley Online 
LibraryADSWeb of Science®Google Scholar.

Romero, B. E. Evaluación de los criterios de diseño y configuración estructural de recipientes a 
presión.  Universidad de Oriente. Núcleo de Anzoátegui. Escuela de Ingeniería y Ciencias 
Aplicadas. Anzoátegui, Venezuela. Agosto 2010. Disponible en: https://es.scribd.com/
user/8011699/enidian . Consultado: 12/4/2019

Silva, L. y N.R. Livaque. Esfuerzos en Recipientes de Paredes Delgadas (Tubulares). Mecánica de 
Solidos.  Escuela profesional de Ingeniería Civil.  Universidad  Nacional Autónoma de Chota. 
Perú. Julio, 2016. Disponible en: https://es.slideshare.net/featured/category/engineering. 
Consultado: 25/5/2019.

Veličković, V. Stress and Strain States in the Material of the Stressed Toroidal Container for Liquefied 
Petroleum Gas. Scientific Technical Review, Vol. LVII, No.3-4,2007.  p 94.



38 39

Capítulo III

Jesús Loera Martínez1, Fátima Andrea Pedro Juárez2 
y Daniel Sepúlveda Jiménez3

PRODUCTIVIDAD Y RENTABILIDAD DEL 
CULTIVO DE NARANJA (CITRUS SINENSIS) 
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RESUMEN 

La actividad citrícola en México es relevante, ya que en 2021 fue el sexto productor mundial de 
naranja. En esta actividad, el estado de Veracruz ocupa el primer lugar, con un 47% de la superficie 
nacional del cultivo y un 50% del volumen de producción total. El municipio de Álamo es el primer 
productor, con un 26% de la superficie cultivada en este estado y un 29% del volumen de producción, 
la cual casi iguala a la producción total de Tamaulipas, segundo productor nacional de naranja. El 
objetivo de esta investigación consiste en evaluar la productividad y rentabilidad del cultivo en 
Veracruz. Se concluyó que la productividad es inferior a la media nacional, 13.5 versus 14.5 ton/ha, 
respectivamente, y muy alejada de la productividad máxima registrada en el mundo, con 65 ton/ha. 
Los resultados muestran una RB/C de 1.06 y 0.79, considerando los costos explícitos y explícitos 
más implícitos, respectivamente, concluyendo que el cultivo es escasamente rentable en el primer 
caso, y no es rentable en el segundo. Para mejorar la rentabilidad, debe aumentarse el rendimiento o 
acceder a un mejor precio de venta. Con un precio de $2,212.00/ton, se recupera el costo explícito 
más el implícito, y se tiene una rentabilidad de 10%. Pero los productores pueden acceder al precio 
en CEDA Iztapalapa, de $12,000.00 a $14,000.00/ton en 2022. Con ello, tendrían garantizada una 
alta rentabilidad del cultivo, aún sin aumentar el rendimiento actual de 17 ton/ha, siendo éste otra 
área de mejora continua en este agronegocio.

Palabras clave:  Naranja, Veracruz, productividad, rentabilidad.
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ABSTRACT 

Citrus activity in Mexico is relevant, since in 2021 it was the sixth largest producer of oranges in the 
world. In this activity, the state of Veracruz occupies the first place, with 47% of the national area of 
cultivation and 50% of the total production volume. The municipality of Álamo is the first producer, 
with 26% of the cultivated area in this state and 29% of the production volume, which almost equals 
the total production of Tamaulipas, the second national producer of oranges. The objective of this 
research was to evaluate the productivity and profitability of the crop in Veracruz. It was concluded 
that productivity is lower than the national average, 13.5 versus 14.5 tons/ha, respectively, and far 
from the maximum productivity recorded in the world, with 65 tons/ha. The results show an RB/C 
of 1.06 and 0.79, considering the most implicit explicit and explicit costs, respectively, concluding 
that the crop is scarcely profitable in the first case, and is not profitable in the second. To improve 
profitability, you must increase performance or access a better selling price. With a price of $2,212.00/
ton, the explicit cost plus the implicit one is recovered, and there is a return of 10%. But producers 
can access the price in CEDA Iztapalapa, from $12,000.00 to $14,000.00/ton in 2022. With this, they 
would have guaranteed a high profitability of the crop, even without increasing the current yield of 
17 tons / ha, this being another area of continuous improvement in this agribusiness.

Keywords: Orange, Veracruz, productivity, profitability.

INTRODUCCIÓN

La producción de naranja es una actividad de importancia social y económica relevante en México.  
De acuerdo con FAOSTAT (2020), nuestro país ocupó en ese año el quinto lugar mundial en superficie 
plantada con este cultivo y el sexto lugar en producción.

	 En el territorio nacional, datos de SIAP (2021) muestran que, en ese año, el estado de 
Veracruz ocupó el primer lugar, tanto en superficie cultivada de naranja, con 167,320 ha de las 
344,284 ha a nivel nacional (48.6% del total), así como en volumen de producción, con 2,271,523 
ton de las 4,595,128 ton a nivel nacional, es decir, un 49.4% del total.

	 Debido a la importancia de esta actividad agrícola en la entidad, en este trabajo se planteó 
como objetivos analizar la productividad del cultivo y evaluar su rentabilidad, con el propósito de 
generar recomendaciones que permitan a los productores mejorar su ingreso y elevar su calidad 
de vida.

MATERIALES Y MÉTODOS

Este trabajo es parte de los resultados del proyecto de investigación intitulado: “Productividad y 
competitividad agropecuaria y economías de escala”, registrado con la Clave 22058-C-86 en la 
Dirección General de Investigación y Posgrado de la Universidad Autónoma Chapingo.

	 Para cumplir con los objetivos de esta investigación, la metodología de trabajo consta de 
tres fases: una de campo y dos de gabinete. La primera consistió en reunir información estadística 
y documental del cultivo en México y en el mundo; la segunda consistió en realizar trabajo de 
campo durante el último trimestre de 2021 y el primero de 2022, para reunir información empírica 
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del cultivo mediante la observación directa y con entrevistas a productores típicos de la tecnología 
más empleada en la producción de naranja en el estado de Veracruz, siendo ésta Tradicional TMF 
(Temporal, Mejorado, Fertilización).

	 La productividad se midió considerando el enfoque productivista, el cual propone evaluarla 
como rendimiento, es decir, con el indicador toneladas/hectárea; en cuanto a la rentabilidad, se 
evaluó mediante la Relación Beneficio/Costo, considerando precios corrientes de mercado del ciclo 
agrícola analizado. La cuantificación de los costos explícitos se hizo directamente en campo, ya que, 
al tratarse de desembolsos físicos por parte del productor, se posibilita su cuantificación con mayor 
certeza por parte de él. Se estimaron también los costos implícitos de manera indirecta, simulando la 
existencia de un mercado para esos bienes o servicios. 

	 Con lo anterior, se realizó una tercera fase, de gabinete, para el análisis de la información y 
la redacción del documento final.

RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

Aspectos generales del cultivo de naranja

El naranjo (Citrus sinensis), es un árbol que pertenece a la familia de las Rutáceas, subfamilia 
arancioiea del género Citrus; el género botánico Citrus es el más importante de la familia y consta 
de unas 20 especies con frutos comestibles, todos abundantes en vitamina C, flavonoides y aceites 
esenciales. De acuerdo con Sant Joan de Déu (2020) la naranja proviene del sur de la China y del 
sur del Himalaya, donde parece que se cultivaban desde hace unos 4,000 años, aunque la primera 
información escrita data de hace 2,700 años. Se cree que fue Alejandro Magno quien las introdujo 
en Oriente. Los árabes las implantaron en el norte de África y España en el siglo X. La naranja llegó 
a América en el segundo viaje de Cristóbal Colón, así fue como se empezó a cultivar en Brasil, 
México, California y Argentina, debido a su clima templado y húmedo. Se cultiva en todos los países 
mediterráneos (España, Israel, Italia) también en India, China, Australia, etc.

	 El naranjo se cultiva principalmente por sus frutos, pero también por sus flores y como 
planta ornamental. Se consume como fruta fresca, en la agroindustria es insumo para la elaboración 
de jugos, mermeladas, aromatizantes, saborizantes y también se obtienen aceites esenciales. 

	 Esta planta es perenne, con una vida útil productiva de 50 a 60 años, aunque algunos árboles 
pueden llegar a vivir hasta 100 años, esto dependiendo de los cuidados. Los cítricos, en general, son 
frutas no climatéricas; es decir, una vez separadas del árbol interrumpen la maduración, y por ello 
deben recogerse en el momento justo; si no se consumen en breve, aguantan bien las temperaturas de 
refrigeración. 

	 SARH Y BANCOMEXT (1993), plantean que existen dos grandes variedades de naranja, 
las cuales son: 

De maduración temprana. Su corto ciclo de maduración facilita el acceso a los mercados de 
exportación. La cosecha se realiza de septiembre a enero, un 98% de la fruta de esta temporada 
alcanza el tamaño comercial de empaque. Esta variedad de naranja se divide, a su vez, en diversos 

tipos, según el contenido de semillas de los frutos: a) Marrs y Hamlin, con pocas o ninguna semilla, 
y b) Pinneaple, Pearson Brown y Queen, con una moderada cantidad de semillas.

De maduración tardía. A esta variedad pertenece la naranja valencia, la más común en México y 
muy apropiada para el procesamiento. Se caracteriza por su abundante jugo y buen sabor, aunque 
un poco ácido. Se cosecha de febrero a junio y su único inconveniente es que tiende a reverdecer al 
final de la temporada.

	 El naranjo es un árbol perennifolio y requiere de tres a cinco años para que produzca frutos. 
Presenta tres floraciones en el año; la primera, y más importante, ocurre entre finales de febrero a 
principios de marzo y la cosecha se hace de diciembre a abril; las otras dos floraciones se dan como 
consecuencia del estrés en el árbol, derivado de las sequias o debido a que el árbol no floreció lo 
suficiente para la buena cosecha (diciembre-abril); en ellas la producción se da en menor cantidad y 
son: la “producción mayera” (floración junio-julio), se llama así porque se cosecha a principios de 
mayo y la “producción agostera” (floración octubre-noviembre), como su nombre lo indica, su corte 
empieza en el mes de agosto (INIFAP, 2009). 

	 De acuerdo con SAGARPA (2016), el árbol llega a medir hasta 10 m de altura, con la copa 
redondeada. Presenta tallos ligeramente espinosos, hojas coriáceas, elípticas, agudas y con el peciolo 
provisto de las alas estrechas, además de flores de color blanco muy perfumadas, con cinco pétalos 
y numerosos estambres, las cuales reciben el nombre de flor de azahar. Las flores de azahar tienen 
cualidades tranquilizantes y se usan en infusiones. 

	 SARH y BANCOMEXT (Idem), señalan que éste es un cultivo típico de las regiones 
tropicales y subtropicales, en altitudes de 200 a 1,200 msnm, con temperatura mínima de 10°C y 
máxima de 40°C, y una precipitación pluvial media anual de 200 a 1,500 mm. Las características 
edafológicas de las áreas productoras de naranja y que definen las posibilidades de mecanización 
de las labores agrícolas son: suelos limo-arenosos, de aluvión o limo-arcillosos profundos bien 
drenados, de preferencia suelos sueltos, de arenas abiertas o limo-arenosos con buenas condiciones 
físicas de aireación, humedad, porosidad y pedregosidad. 

	 La naranja es una fruta con grandes propiedades nutricionales, rica en vitamina C, por esta 
razón los especialistas recomiendan que se incluya por lo menos una en la dieta diaria para fortalecer 
el sistema inmunológico. Como lo plantea Del Pozo de la Calle et al (2018)., la naranja es una fruta 
de escaso valor calórico y bajo contenido de grasa. Aporta a la dieta una cantidad interesante de fibra 
soluble (pectinas), cuyas principales propiedades se relacionan con la disminución del colesterol y la 
glucosa en sangre, así como con el desarrollo de la flora intestinal. En su composición también cabe 
destacar la elevada cantidad de ácido ascórbico o vitamina C que contiene (una naranja de tamaño 
medio aporta 82 mg de vitamina C, siendo 60 mg la ingesta recomendada al día para este nutriente), 
esta vitamina favorece la absorción intestinal del hierro.

	 Algunos productos que se obtienen de la naranja se utilizan en la repostería. El aceite 
esencial de naranja mantiene el intenso sabor de la fruta por lo que puede servir para añadir 
sabor a las recetas. El concentrado de naranja es principalmente utilizado para elaborar bebidas 
de frutas, bases de frutas y preparados de sabor. La pulpa contiene la parte más beneficiosa de la 
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naranja, lo que permite obtener todo tipo de comida o bebida de la más alta calidad, saludable y 
con un intenso sabor. Cabe señalar que la mejor forma de consumir la naranja es en gajos y no en 
zumo. Por otra parte, la flor de azahar o flor de naranjo se recolecta en mayo, se seca y se guarda; 
con ellas se preparan infusiones, ya que tienen propiedades tranquilizantes, sedantes e hipnóticas. 
De la flor de azahar del naranjo amargo se extrae el aceite esencial de azahar o nerolí, usado en 
perfumería.

Panorama mundial del cultivo de naranja

Superficie cosechada y volumen de producción

De acuerdo con FAOSTAT (2020), la superficie mundial cosechada de naranja, en ese año, fue de 
4,278,184 ha en 138 países, con una producción total de 83,099,755 ton. Los países que lideran 
son Brasil, India y China. Dentro del ranking, México ocupó el quinto lugar mundial en superficie 
cosechada con 327,756 ha y el sexto en producción, con 4,648,620 ton, es decir, un 5.59% de la 
producción total, lo cual se ve en el cuadro 1. 

Cuadro 1. Principales países productores de naranja, 2020.

  País Producción (ton) % de la producción a nivel mundial

1 Brasil 16,707,897 20.11

2 India 9,854,000 11.86

3 China 7,641,167 9.20

4 China, Continental 7,500,000 9.03

5 Estados Unidos de América 4,766,350 5.74

6 México 4,648,620 5.59

7 España 3,343,960 4.02

8 Egipto 3,157,960 3.80

9 Indonesia 2,722,952 3.28

10 Irán 2,225,615 2.68

Resto de los países 20,531,234 24.71
TOTAL 83,099,755.00 100.00

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos de FAOSTAT, 2020.

	 Por otra parte, en el cuadro 2 se muestran los países que alcanzaron los mayores rendimientos 
de naranja por hectárea en 2020. México, siendo el sexto país con mayor producción, tiene un 
rendimiento promedio de 14.18 ton/ha, lo cual lo ubica en el lugar número 50. Los principales 
países en cuanto a volumen de producción no necesariamente son los que alcanzan los mayores 
rendimientos por hectárea.  

Cuadro 2. Países productores de naranja con mayor rendimiento, 2020.

No. País Rendimiento (ton/ha)
1 Guyana 65.61
2 Albania 52.03
3 Sudáfrica 42.25
4 Ghana 38.79
5 Indonesia 38.13
6 Irán 37.27
7 Guatemala 34.79
8 San Vicente y las Granadinas 30.45
9 Honduras 30.29
10 Paraguay 29.49

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos de FAOSTAT, 2020.

Principales países exportadores de naranja

	 Datos de TRIDGE (2020), muestran que el valor de las exportaciones fue de 5.64 miles de 
millones de dólares, con España como el principal país exportador de naranja fresca en ese año, con 
1.45 miles de millones de dólares, como se observa en el cuadro 3. 

Cuadro 3. Principales países exportadores de naranja, 2020.

Lugar País Participación en el valor de las 
exportaciones

Valor de las 
exportaciones (USD)

1 España 25.66% $1.45 B

2 Sudáfrica 14.50% $818.47 M

3 Egipto 11.54% $651.44 M

4 Estados Unidos de América 10.25% $578.61 M

5 Países Bajos 6.22% $351.06 M

6 Australia 3.68% $207.80 M

7 Grecia 3.31% $186.78 M

8 Portugal 2.61% $147.23 M

9 Turquía 2.41% $136.21 M

10 Italia 2.21% $124.59 M

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos de TRIDGE, 2020.

	 En 2020, México tuvo una participación del 0.46% en las exportaciones mundiales, por lo 
cual ocupó el lugar 21. En el cuadro 4, se observan los principales países a los que México exportó 
esta fruta. 
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Cuadro 4. Principales destinos de las exportaciones de naranja fresca de México, 2020.

Socio comercial Participación en las 
exportaciones

Valor de las exportaciones 
(USD)

Global   $26.20M

Estados Unidos de América 91.42% $23.95 M

Canadá 3.53% $923.62 K

Países Bajos 2.28% $597.60 K

Reino Unido 2.09% $546.28 K

Irlanda 0.29% $76.82 K

Japón 0.18% $48.21 K

Suecia 0.08% $22.26 K

Guatemala 0.08% $20.27 K

España 0.03% $8.83 K

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos de TRIDGE, 2020.

Principales países importadores de naranja

	 De acuerdo con TRIDGE (2020), el valor de las importaciones en ese año fue de 6.29 B USD 
y el principal importador fue Alemania, con un valor de importación de 507 M de dólares, lo cual se 
puede observar en el cuadro 5.

Cuadro 5. Principales países importadores de naranja, 2020.

Lugar País % del valor de las 
importaciones

Valor de las 
importaciones

1 Alemania 8.07 $507.35 M
2 Francia 7.86 $494.39 M
3 Países Bajos 7.38 $463.89 M
4 China 6.50 $408.66 M
5 Rusia 4.95 $311. 05 M
6 Hong Kong 4.79 $301.07 M
7 Reino Unido 3.98 $250.40 M
8 Arabia Saudita 3.58 $225.02 M
9 Estados Unidos de América 3.53 $221.93 M
10 Canadá 3.18 $199.88 M

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos de TRIDGE, 2020.

Precios en el mercado mundial

En este apartado, se toman como referencia los precios en los mercados de Estados Unidos de América, 
principal importador de la naranja mexicana, reportados en Terminal Market de Los Ángeles y de 
New York; los precios que se presentan son del día 24 de mayo de 2022, la cosecha de este fruto se 
efectúa dos veces por año, de septiembre a octubre con la naranja temprana, y de noviembre a abril 
con la tardía, extendiéndose en algunos casos hasta mayo. 

Precio en Los Ángeles

En el cuadro 6, se muestran los precios del día 24 de mayo de 2022, el kilogramo de naranja variedad 
valencia osciló entre 0.95 y 1.1 USD. 

Cuadro 6. Precios de la naranja variedad valencia en Los Ángeles, 2022

Location: Los Angeles Commodity: Oranges  

Package: 7/10 bushel cartons Variety: Valencia  

Date Low-High Price (USD) Origin Item Size

24/05/2022 19.00 - 20.00 Texas 72s

24/05/2022 20.00 - 22.00 Texas 88s

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos de USDA, 2022. 

Precio en New York 

En el cuadro 7, se presentan los precios del 24 de mayo de 2022 de la naranja variedad valencia, 
proveniente de México, en la Terminal Market de New York se registró un precio de 1.3 USD por 
kilogramo, este precio fue el mismo en las diferentes presentaciones. 

Cuadro 7. Precio de la naranja variedad valencia en New York, 2022.

Location: New York Commodity: Oranges
Package: 7/10 bushel cartons Variety: Valencia

Date Low-High Price (USD) Origin Item Size

24/05/2022 26.00 - 26.00 Mexico 56s

24/05/2022 26.00 - 26.00 Mexico 72s

24/05/2022 26.00 - 26.00 Mexico 88s

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos de USDA, 2022

	 La información anterior muestra que el mercado estadounidense ofrece oportunidades 
atractivas para la naranja mexicana, lo cual requiere de mayor visión empresarial por parte de los 
productores nacionales.
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Panorama nacional del cultivo de naranja

La naranja es uno de los frutos más populares en México. Las variedades cultivadas son la valencia, 
la navel-lane-late y la navelina. La naranja valencia o valenciana entra en producción en mayo, 
es jugosa y dulce y por ello muy orientada a la producción de jugo. La navel-lane-late se produce 
a partir de febrero y es una fruta destinada a la mesa del consumidor que suma a sus atributos un 
grado de acidez que estimula al paladar. Por su parte, la navelina sirve tanto para la mesa como 
para la producción de jugos, es altamente valorada porque tiene una producción muy alta que 
inicia en diciembre.

	 De acuerdo con la base de datos de SIAP (2021), en ese año se registró en México una 
superficie sembrada de 344,284 ha, una superficie cosechada de 331,438 ha y una producción de 
4,595,128 ton, lo que se traduce en un rendimiento de 13.86 ton/ha. 

	 En el cuadro 8, se presenta la producción de naranja en nuestro país del año 2017 al 2021, 
donde se observa que en el año 2018 se presentó la mayor producción con 4,737,990 toneladas. 

Cuadro 8. Producción de naranja en México, 2017 a 2021.

Año Superficie cosechada (ha) Producción (ton) Valor de producción (miles de 
pesos)

2017 320,793.57 4,629,758.18 8,621,734.69

2018 326,689.01 4,737,990.29 10,186,462.15

2019 329,560.85 4,736,715.00 9,460,847.40

2020 327,755.87 4,648,619.97 13,975,111.49

2021 331,438.32 4,595,128.53 13,099,250.75

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos del SIAP, 2022.

	 Con base en SIAP(2021), en ese año las principales entidades productoras de este cítrico 
son Veracruz, quien aporta el 49.43% del volumen nacional con 2,271,523.54 ton; en segundo lugar 
se encuentra Tamaulipas, con una producción de 688,237.35 ton, lo cual representa el 14.98% de 
la producción a nivel nacional, y en tercer lugar se ubica San Luis Potosí con una producción de 
376,613.43 toneladas y esto representa el 8.20%, estos tres estados conjuntan el 72.61% de la 
producción en el país, como se puede ver en el cuadro 9. 

Cuadro 9. Principales estados productores de naranja en México, 2021.

  Estado Superficie 
sembrada (ha)

Superficie 
cosechada (ha) Producción (ton) % de la producción 

a nivel nacional

1 Veracruz 167,320.82 166,404.07 2,271,523.54 49.43
2 Tamaulipas 34,347.10 32,047.10 688,237.35 14.98
3 San Luis Potosí 32,851.70 32,228.00 376,613.43 8.20
4 Puebla 31,811.52 25,773.56 308,433.71 6.71
5 Nuevo León 25,854.00 25,267.00 232,437.37 5.06
6 Yucatán 14,450.71 13,620.21 182,503.07 3.97
7 Tabasco 8,164.50 8,161.00 95,731.07 2.08
8 Sonora 6,557.50 6,219.50 163,128.98 3.55
9 Hidalgo 5,747.90 5,478.50 65,627.47 1.43

10 Oaxaca 4,457.70 4,446.70 54,578.37 1.19
Resto de los estados 12,721.23 11,792.68 156,314.17 3.40

TOTAL 344,284.68 331,438.32 4,595,128.53 100.00

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos del SIAP, 2021.

	 Obsérvese que Veracruz es el estado líder en la producción del fruto, con casi la mitad del 
total nacional con 2,271,523.54 toneladas. Por lo anterior, a continuación, se aborda el panorama 
estatal de la producción de naranja en esta entidad.

Panorama de la producción de naranja en el estado de Veracruz

En el cuadro 10 se presentan datos del cultivo de naranja en esta entidad, para el período 2017 a 
2021.

Cuadro 10. Cultivo de naranja en el estado de Veracruz, 2017 a 2021

Año Superficie sembrada 
(ha)

Superficie cosechada 
(ha) Producción (ton) Valor de la producción 

(miles de pesos)

2017 167,883.50 166,135.00 2,331,659.56 3,780,615.80
2018 169,531.00 168,024.50 2,508,486.48 4,706,613.38
2019 169,965.50 168,858.00 2,486,956.29 4,229,007.74
2020 170,352.90 169,091.00 2,361,612.31 6,393,779.52
2021 167.320.82 166,404.07 2,271,523.54 6,060,803.59

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos del SIAP, 2021.

	 Puede observar que en el año 2020 se registró la mayor superficie sembrada, en el año 2019 
se registró la mayor superficie cosechada, la mayor producción en el año 2018 y el mayor valor de la 
producción en 2020.
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Principales municipios productores de naranja en el estado de Veracruz

Veracruz cuenta con las condiciones climáticas necesarias para que el cultivo de la naranja prospere, debido 
a esto es el principal productor de Citrus sinensis en el país. De acuerdo con INEGI (2021), 212 municipios 
son los que conforman el estado de Veracruz y de esos 91 municipios son productores de naranja; con base 
en SIAP (2021), el principal municipio productor es Álamo de Temapache con 680,654.60 ton, lo cual 
representa el 29.96% de la producción a nivel estatal, como se muestra en el cuadro 11.

Cuadro 11. Principales municipios productores de naranja, estado de Veracruz, 2021.

  Municipio Superficie 
sembrada (ha)

Superficie 
cosechada (ha)

Producción 
(ton)

% de la producción a 
nivel estatal

1 Álamo Temapache 43,872.00 43,772.00 680,654.60 29.96

2 Papantla 15,310.00 15,270.00 190,875.00 8.40

3 Tihuatlán 13,973.00 13,958.00 188,433.00 8.30

4 Castillo de Teayo 10,775.00 10,761.00 149,900.73 6.60

5 Chicontepec 9,917.00 9,857.00 117,101.16 5.16

6 Martínez de La Torre 9,744.00 9,721.00 141,196.35 6.22

7 Gutiérrez Zamora 8,170.00 8,160.00 102,000.00 4.49

8 Tecolutla 6,783.00 6,773.00 86,694.40 3.82

9 Tuxpan 5,496.00 5,471.00 82,065.00 3.61

10 San Rafael 4,588.00 4,582.00 57,987.85 2.55

Resto 38,692.82 38,079.07 474,615.45 20.89

TOTAL 167,320.82 166,404.07 2,271,523.54 100.00

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos del SIAP, 2021.

	 Para comprender la importancia del municipio de Álamo en esta actividad, es necesario 
observar que, por sí solo, éste casi logró producir la misma cantidad que el estado de Tamaulipas en 
2021, que fue el segundo productor nacional de este fruto.

Precio de la naranja por temporada en el estado de Veracruz

El precio de la naranja tiene un comportamiento cíclico que alcanza sus máximos y mínimos anuales 
entre los meses de mayo y agosto, y de octubre a enero, respectivamente; presenta una caída en la 
producción de julio a septiembre. Sin embargo, la producción no es el factor principal que define el 
nivel del precio de este cítrico. La naranja chica es usualmente la más barata, sin embargo, en algunas 
ocasiones la naranja mediana llega a ser más cara que la grande.

	 En el mes de junio de 2022, el precio mínimo de la naranja valencia en Veracruz fue de 
$8.00 por kilogramo y el precio máximo fue de $18.00. Con base en entrevistas directas realizadas 

a los productores de la región de Martínez de la Torre en noviembre de 2021, comentaron que ellos 
estaban vendiendo la tonelada de naranja de $4,000.00 a $5,000.00, cosa que no se había visto en 
temporadas anteriores; esos son precios normales en el mes de abril, cuando la naranja empieza a 
escasear. En temporadas anteriores, en el mes de noviembre han vendido la naranja en $1,000.00 a 
$2,000.00 por tonelada, siendo el precio frecuente $1,600/ton.

	 Los fenómenos climatológicos que ocurrieron en 2021 provocaron la caída de la flor en la 
naranja, toronja y mandarina; por eso, dada la baja producción obtenida a finales de ese año, los 
productores comentan qué, a finales del mes de abril del 2022, en Veracruz se reportó escasez de 
naranja en Martínez de la Torre, lo cual provocó un aumento de precio de $5 a $9 por kilogramo.

	 De acuerdo con el SNIIM (2022), en el cuadro 12 se muestra el precio de la naranja valencia 
mediana del día 01 de julio de 2022 en la Central de Abasto de Iztapalapa, CDMX (la más grande en 
México), procedente del estado de Veracruz, de primera calidad; el precio mínimo fue de $11.50 y el 
máximo de $14.00 el kilogramo. 

Cuadro 12. Precio de la naranja en la Central de Abasto de Iztapalapa, CDMX, 2022.

Producto Calidad Origen Destino
Naranja Valencia mediana Primera Veracruz Central de Abasto de Iztapalapa, DF

 
Presentación Precio mínimo Precio máximo Precio frecuente

Kilogramo 11.50 14.00 12.00

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos del SNIIM, 2022.

	 El diferencial de precio entre los mercados locales y el mercado mayorista de Iztapalapa 
es grande. Lo conveniente es que las ganancias lleguen a los productores, pero ello requiere de un 
esfuerzo de capacitación e integración de figuras jurídicas comerciales para acudir competitivamente 
a los mercados en los centros urbanos.

Productividad y rentabilidad del cultivo de naranja en el estado de Veracruz4

El comportamiento de los rendimientos y los precios que se logran en cada municipio varía 
considerablemente y está relacionado con el nivel de tecnificación y grado de desarrollo en la 
actividad agrícola. En el estado de Veracruz, es frecuente que el productor típico venda su cosecha 
en mercados locales, lo cual se refleja en un menor precio de venta con relación a la alternativa de 
vender en centros mayoristas como la CEDA de Iztapalapa.

En el cuadro 13, se muestran los costos promedio de producción y de venta5 de naranja de una huerta 
típica en el estado de Veracruz en 2021, con las siguientes características: modalidad temporal, ciclo 
4 Las condiciones de inseguridad que prevalecen en el país impiden la realización de un trabajo de campo amplio, por tal razón la obten-
ción de datos de campo se llevó a cabo en una huerta representativa con tecnología típica en la entidad (TMF).
5 Únicamente se contabiliza el costo de operación de ese año, sin tomar en cuenta los costos de establecimiento y de operación en años 
previos. Por lo tanto, la RB/C calculada sólo se refiere a la cosecha 2021. 
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perenne y tecnología TMF (Temporal-Mejorado-Fertilización). Estos datos son por hectárea, la 
huerta fue plantada en 2012, la producción inició en el tercer año, la vida útil del árbol es de hasta 25 
años, por lo que esta huerta se encuentra casi a la mitad de su vida útil. 

Cuadro 13. Costos de operación por hectárea del cultivo de naranja en una huerta típica del estado de 
Veracruz, 2021. Tecnología: Tradicional TMF6.

Concepto Monto

Labores culturales  $                 2,200.00 

Poda (6 jornales)  $                 1,200.00 

Chapeo manual (5 jornales)  $                 1,000.00 

Fertilización  $                 9,050.00 

Bayfolan (5 litros)  $                    430.00 

Aminocel (1 kg)  $                    420.00 

Yaramila star 21-17-03 (0.5 ton)  $                 7,000.00 

Aplicación de foliar (2 jornales)  $                    400.00 

Aplicación de fertilizante (4 jornales)  $                    800.00 

Control de plagas, malezas y enfermedades  $                 3,862.00 

New leverage (1 litro)  $                    473.00 

Arrivo (0.75 l)  $                    159.00 

Jornal aplicación de insecticidas  $                    825.00 

Lifeline (2 litros)  $                    670.00 

Jornal aplicación de herbicidas  $                    400.00 

Serenade aso (0.5 litro)  $                    105.00 

Aliette wg (1 kg)  $                    830.00 

Jornal aplicación fungicida  $                    400.00 

Cosecha, selección y empaque  $                 7,225.00 

Corte de fruta y acarreo (17 jornales)  $                 3,825.00 

Flete y empaque  $                 3,400.00 

Otros costos  $                 1,426.00 

Asistencia técnica (10)  $                 1,000.00 

Garantía FEGA  $                    140.00 

Seguro agrícola  $                    286.00 

SUBTOTAL COSTOS EXPLÍCITOS  $               23,763.00 

Costo financiero $                 1,935.00

TOTAL COSTOS EXPLÍCITOS $               25,698.00

Costos implícitos $                 8,500.00

Costo de administración $                 6,000.00

Costo de renta de la tierra $                 2,500.00

GRAN TOTAL $               34,198.00

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos de FIRA 2021 y trabajo de campo, 2022.

	 En una hectárea de naranja se tiene un total de costos explícitos de producción y de ventas de 
$23,763.00, el rubro que representa la mayor parte del costo total de producción es el de fertilización 
con el 38.08%; cosecha, selección y empaque representa el 30.40%; control de plagas, malezas 
y enfermedades 16.25%; labores culturales con 9.26% y, por último, otros costos con el 6%. Los 
costos que normalmente no tienen en cuenta los productores, porque no representan desembolsos 
físicos, son los implícitos, por un monto de $8,500.00 por hectárea, los cuales, al incluirlos en el 
análisis de rentabilidad, cambian totalmente el resultado.

	 El análisis de rentabilidad del cultivo sin costos implícitos, al estilo del técnico de campo, en 
una hectárea de naranja en Veracruz en el año 2021, se muestra en el cuadro 14.

Cuadro 14. Análisis de rentabilidad del cultivo de naranja en una huerta típica  
del estado de Veracruz, 2021. Tecnología: Tradicional TMF.

ANÁLISIS DE RENTABILIDAD
A.	 INGRESOS

Rendimiento promedio ton/ha 17
Precio medio esperado $/ton $1,600.00

Ingreso Total $27,200.00
B.	 COSTOS 

Costo de producción y venta $23,763.00
Costo financiero $1,935.00

Costo Total $25,698.00
C.	 GANANCIA (A-B) $1,502.00

Costo de producción y venta por ton $1,511.65
Punto de equilibrio (ton) 16.06

Relación Beneficio/Costo 1.06 

Fuente: Elaboración propia 2022, con datos de FIRA 2021 y trabajo de campo, 2022.

	 La Relación Beneficio/Costo obtenida de 1.06 significa que cada peso erogado en el proceso 
de producción y venta de este cítrico genera 1.06 pesos, es decir, 6 centavos de ganancia. En este 
escenario, el cultivo de la naranja es escasamente rentable para el productor, aún sin considerar los 
costos implícitos, con los cuales la rentabilidad es francamente negativa, pues la RB/C es de 0.79, lo 
que indica que cada peso erogado en el cultivo sólo genera 79 centavos, es decir, hay 21 centavos de 
pérdida para el productor. En este contexto, no debe extrañar el nivel de pobreza en el medio rural.6 Temporal, Mejorado, Fertilización.
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	 Para que el agricultor obtenga una mayor ganancia, que le favorezca para seguir produciendo 
naranja y vivir de esto con decoro, se requiere organización y capacitación, con figuras asociativas, 
como las cooperativas, que les permitan aprovechar economías de escala de tipo técnico y comercial 
por volumen, además de vender a través de un solo canal de comercialización para negociar precios 
más altos por su fruta, a la vez que pueden adquirir los insumos en conjunto, consiguiendo menores 
precios y mayor calidad al negociar compras de volúmenes grandes. Pero esto exige un cambio de 
mentalidad del agricultor, además de una sólida capacitación y asesoría; por tal razón, tiene sentido 
la afirmación siguiente: “Para acabar con la pobreza material, se debe acabar primero con la pobreza 
intelectual”.

	 Es un error esperar a que el mercado haga justicia a los agricultores con “precios justos”. No 
hay mercados justos o injustos, son sólo mercados; la justicia que anhelan los productores rurales 
debe ser construida por ellos mismos al acudir a los mercados en forma organizada y más capacitados 
en los procesos de comercialización. Debe comprenderse que un pobre productor siempre será un 
productor pobre, si está aislado y a expensas de las fuerzas del mercado, las cuales escapan a su 
control, cuando actúa en forma individual. 

	 El precio de $1,600.00/ton en 2021, no hizo justicia al esfuerzo de los citricultores. Al 
trabajar en equipo, obtendrían un “precio justo” por la naranja, el cual debería ser, si se mantiene 
el mismo rendimiento de 17 ton/ha, de $2,212.00/ton para recuperar el costo total, incluyendo los 
implícitos, y tener una ganancia de 10%. El precio frecuente de la naranja veracruzana en CEDA 
Iztapalapa en 2022 es de $12,000.00/ton, con un máximo de $14,000.00/ton.  ¿Pueden conseguirlo? 
Depende de ellos.

CONCLUSIONES

En México, el estado de Veracruz ocupa el primer lugar nacional tanto en superficie cultivada con 
naranja, con un 47% del total, así como en volumen de producción con un 50% del total nacional. El 
municipio de Álamo ocupa el primer lugar estatal con un 26% de la superficie cultivada y un 29% 
del volumen de producción estatal, el cual casi iguala a la producción total en Tamaulipas en el año 
2021, segundo productor nacional de naranja.

	 La productividad media del cultivo en Veracruz es de 13.5 ton/ha, inferior a la media nacional 
de 14.5 ton/ha, y muy alejada de la productividad máxima registrada en el mundo, de 65 ton/ha.

	 Pese a su importancia en la entidad, este cultivo es escasamente rentable, ya que la Relación 
Beneficio/Costo es 1.06, la cual significa que cada peso erogado en el proceso de producción y venta 
de este cítrico genera 1.06 pesos, es decir, 6 centavos de ganancia, tomando en cuenta los costos 
explícitos, el precio frecuente de $1,600/ton y un rendimiento de 17 ton/ha. 

	 Si se toman en cuenta también los costos implícitos, que incluyen administración y renta de 
la tierra, la rentabilidad del cultivo es negativa, pues la RB/C es de 0.79, lo que indica que cada peso 
erogado en el cultivo sólo genera 79 centavos, es decir, hay 21 centavos de pérdida para el productor. 

	 Para mejorar la rentabilidad del cultivo, debe aumentarse el rendimiento, aunque en la 
huerta analizada ya supera la media estatal y nacional, o bien, acceder a un mejor precio de venta, 

por encima del frecuente de $1,600/ton.  Un “precio justo” por la naranja debe ser, si se mantiene 
constante el rendimiento de 17 ton/ha, de $2,212.00/ton para recuperar el costo total, incluyendo los 
implícitos, y tener una ganancia de 10%. 

	 El precio frecuente de la naranja veracruzana en CEDA Iztapalapa, a mediados del presente 
año, fue de $12,000.00/ton, con un máximo de $14,000.00/ton. Pueden conseguirlo los citricultores 
veracruzanos. Depende de ellos, pero requieren organización y capacitación, con figuras asociativas, 
como las cooperativas, para aprovechar economías de escala de tipo técnico y comercial por volumen, 
además de vender a través de un solo canal de comercialización para negociar precios más altos por 
su fruta.
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Capítulo IV

Josué Santillán Illescas, Raquel Salazar Moreno 
y Joel Pineda Pineda

PREDICCIÓN DE OXÍGENO DISUELTO EN 
UN SISTEMA ACUAPÓNICO UTILIZANDO 

UNA RED NEURONAL ARTIFICIAL

RESUMEN

El oxígeno disuelto es una de las variables más importantes en la calidad del agua en sistemas 
acuapónicos, cuando esta variable se encuentra fuera de rango, puede causar enfermedades, estrés 
o incluso la muerte de los peces. Se implementó un sistema acuapónico de recirculación cerrado, 
con tilapia y lechuga en sustrato de tezontle en mayo del 2022 en las instalaciones de la Universidad 
Autónoma Chapingo, con el objetivo de desarrollar una red neuronal artificial (RNA) para la 
predicción de la concentración de oxígeno disuelto, con un intervalo de tiempo de 15 minutos con 
base a las variables de entrada: pH, temperatura del aire, temperatura del agua, humedad relativa, 
radiación solar y conductividad eléctrica. El suministro de oxígeno se llevó a cabo a través de 
una bomba de aire de 370W. Se instalaron sensores Groline HI981420 de la marca Hanna, para el 
monitoreo de pH, conductividad eléctrica (CE) y temperatura del agua.  La temperatura ambiental, la 
humedad relativa y PAR dentro del invernadero se midieron con sensores de la marca Campbell. Se 
implementaron varios algoritmos de entrenamiento y aprendizaje, y se variaron los nodos de la capa 
oculta. Los algoritmos con mejores resultados fueron Levenberg-Marquardt (LM) en combinación 
con el algoritmo de gradiente descendente y 12 nodos en la capa oculta. En la etapa de evaluación 
del modelo (10% de datos) se obtuvo una eficiencia del 93.88%. Asimismo, las variables más 
importantes en la predicción de oxígeno disuelto fueron la temperatura del agua y el pH. La RNA 
desarrollada podrá utilizarse para la predicción de oxígeno disuelto con nueva información o en caso 
de la falla de algún sensor. 

Palabras clave: pH, temperatura del agua,  calidad del agua, Tilapia, lechuga. 
Universidad Autónoma Chapingo, Km. 38.5 Carretera México–Texcoco, Chapingo, Estado de México, josuesantillan50@gmail.com, 
raquels60@hotmail.com, pinedapjoel@yahoo.com.mx. 
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ABSTRACT

Dissolved oxygen is one of the most important variables in water quality in aquaponic systems, when 
this variable is out of range, it can cause disease, stress or even death of fish. A closed recirculation 
aquaponic system was implemented with tilapia and lettuce in tezontle substrate in May 2022 at the 
Universidad Autónoma Chapingo, the objective was to develop an artificial neural network (ANN) for 
the prediction of dissolved oxygen with a time interval of 15 minutes, based on the input variables: 
pH, air temperature, water temperature, relative humidity, solar radiation and electrical conductivity. 
The oxygen supply was carried out through a 370W air pump. Hanna brand Groline HI981420 sensors 
were installed to monitor pH, electrical conductivity (EC) and water temperature. Air temperature, 
relative humidity and PAR inside of the greenhouse were measured with Campbell brand sensors. 
Several training and learning algorithms were implemented, and the nodes of the hidden layer were 
varied. The algorithms with the best results were Levenberg-Marquardt (LM) in combination with the 
gradient descent algorithm and 12 nodes in the hidden layer. In the model evaluation stage (10% of 
data) an efficiency of 93.88% was obtained. Likewise, the most important variables in the prediction 
of dissolved oxygen were the temperature of the water and the pH. The ANN developed can be used 
for the prediction of dissolved oxygen with new information or in the event of a sensor failure.

Keywords: pH, water temperature, water quality, Tilapia, lettuce.

INTRODUCCIÓN 

El cambio climático aunado a la creciente población mundial representa un problema inminente 
que pone en riesgo la seguridad alimentaria. Para el año 2050 se espera una población de entre 8.3 
y 10.9 miles de millones de personas (Bringezu et al., 2014). Con este panorama, las prácticas de 
producción alimentaria deben adaptarse para producir más con menos recursos. 

	 Dentro de este contexto, los sistemas acuapónicos están incrementando su popularidad en 
todo el mundo debido a su producción sustentable, sin embargo, aún no se ha medido su viabilidad a 
gran escala. La digitalización, el monitoreo y el control en los procesos agrícolas son muy importantes, 
ya que ofrecen numerosos puntos de partida para resolver y evaluar los principales conflictos como 
la viabilidad económica y ecológica (Karimanzira, 2021).

	 La acuaponía es una tecnología emergente para recuperación de nutrientes que combina la 
acuacultura con la hidroponía, el desecho metabólico de los peces es aprovechado por las plantas 
(Wongkiew S. et al., 2020). Sin embargo, se requiere controlar y monitorear las condiciones 
ambientales. Las variables de control más significativas para mantener la calidad del agua en un 
sistema acuapónico son: conductividad eléctrica, temperatura, pH, la concentración de amoniaco, 
nitritos, nitratos y el oxígeno disuelto (Carbajal-Hernández et al., 2013). 

	 El oxígeno disuelto es una de las variables más importantes para el cultivo de peces, ya que 
si se mantiene en niveles óptimos (Cuadro 1) los peces se mantendrán en buen estado de salud y 

desarrollo. También es parte crítica para las bacterias nitrificantes que convierten los desechos de 
pescado en nutrientes para que las plantas puedan utilizarlos (Sallenave, 2016).

	 Debido a la complejidad de las relaciones no lineales entre el oxígeno y los factores ambientales, 
las mediciones de oxígeno disuelto tienen un retraso ante las condiciones en tiempo real (Ren et al., 2018). 

Cuadro 1. Indicadores de calidad del agua según el tipo de organismo.

Organismo Temperatura [°C] pH Amoniaco
[mg/l]

Nitritos
[mg/l]

Nitratos
[mg/l]

Oxígeno disuelto
[mg/l]

Bacterias 14-34 6-8.5 < 3 < 1 - 4 - 8

Peces de agua tibia 22-32 6-8.5 < 3 < 1 < 400 4 - 6

Peces de agua fría 10-18 6-8.5 < 1 < 0.1 < 400 6 - 8

Plantas 16-30 5.5-7.5 < 30 < 1 - >3

Parámetros ideales 18-30 6-7 < 1 < 1 5 – 150 >5

Fuente: Aleksić, 2020

	 Existen diferentes métodos para predecir variables biológicas, dependiendo del 
comportamiento del sistema se elige la técnica de predicción. En comparación con los métodos 
tradicionales, las redes neuronales necesitan de menos parámetros, tienen un menor tiempo de 
respuestas y en el 71% de los casos predicen con mayor precisión (Cao et al., 2021; Sharda, 1994).

	 Ren et al. (2018) utilizaron redes neuro-difusas y retro-propagadas para predecir el oxígeno 
disuelto en sistemas acuapónicos, las variables de entrada para estos modelos incluyen: temperatura, 
humedad, oxígeno disuelto, pH, conductividad dióxido de carbono y presión atmosférica. 

	 En análisis de calidad de agua, una red neuronal retro-propagada muestra un mejor desempeño en 
la predicción de temperatura, niveles de boro y oxígeno disuelto que un modelo autorregresivo integrado 
de media móvil o ARIMA (por su acrónimo en inglés de autoregressive integrated moving average), sin 
embargo, la combinación de estos métodos refleja un ligero aumento en la eficiencia de las predicciones 
(Faruk, 2010).

	 El objetivo de este trabajo es desarrollar e instrumentar una red neuronal artificial para la 
predicción de la concentración de oxígeno disuelto en un sistema acuapónico, con un intervalo de 
tiempo de 15 minutos con base a las variables de entrada: pH, temperatura del aire, temperatura del 
agua, humedad relativa, radiación solar y conductividad eléctrica.
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MATERIALES Y MÉTODOS

El experimento se realizó del 4 al 31 mayo del 2022 en las instalaciones de la Universidad Autónoma 
Chapingo, en un invernadero del departamento de Preparatoria Agrícola en donde se estableció un 
sistema acuapónico de recirculación cerrado entre el tanque de peces y una cama con sustrato de 
tezontle (Figura 1). Los tanques de peces se oxigenaron por medio de una bomba de aire de 370W, se 
mantuvo la temperatura con una resistencia sumergible de 100 W y se recirculó el agua a un flujo de 
8.8 litros por minuto. Se realizaron 3 repeticiones del experimento con 260 peces de tilapia con peso 
promedio de 1 g (Oreochromis niloticus) y 21 lechugas (Lactuca sativa) cada uno. Los peces fueron 
alimentados con un alimento comercial balanceado durante el desarrollo del experimento.

Sensores

Se instaló un sistema de sensores para el monitoreo de las variables de interés. Para la concentración 
de oxígeno disuelto se utilizó el sensor CS511 Campbell, el cual se colocó en el centro del tanque a 
una profundidad de 30 cm. Dicho sensor fue calibrado al inicio del experimento con las condiciones 
ambientales del sitio, posee una precisión de  y un tiempo de respuesta teórico de 5 minutos. El sensor 
HMP60 se utilizó para medir la temperatura ambiental y la humedad relativa dentro del invernadero, 
tiene una precisión de  en temperatura y  en humedad, el sensor se colocó a una altura de 1.80 
m y se ubicó en el centro de los tratamientos. El sensor Apogee SQ-520 se colocó a una altura de 3.2 m 
y en el centro de los tratamientos para la medición de la radiación fotosintéticamente activa dentro del 
invernadero, tiene una precisión de 0.5% con un rango espectral de 389 a 692 nm . Estos sensores 
se conectaron a un Datalogger CR100X de la marca Campbell en el cual se registraron los datos durante 
el desarrollo del experimento. Para el monitoreo de pH, conductividad eléctrica y temperatura del agua, 
se empleó un sensor Groline HI981420 de la marca Hanna el cual tiene una precisión de , 

 Los sensores se ubicaron como se muestra en la Figura 2.

Figura 1. Sistema acuapónico de recirculación

Figura 2. Ubicación de los sensores en el diseño de experimento.

Tratamiento de valores de datos y valores fuera de rangos

El uso continuo de los sensores, fallas en el equipo y factores ambientales externos pueden causar que la 
información recolectada tenga valores fuera de rango o datos faltantes, lo cual solo incrementa el tiempo 
de entrenamiento de la red y afecta directamente su desempeño (Cao et al., 2021; Shi et al., 2019). Para 
desarrollar un modelo con un buen desempeño es necesario contar con información de calidad por lo 
que se realizó un tratamiento de los datos para eliminar datos fuera de rango y datos faltantes.
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Para los datos faltantes en intervalos de tiempo cortos se utilizó una interpolación lineal 
(Ecuación 1). 

       

	 Los datos anormales, aquellos que estuvieran fuera del rango de 3 desviaciones estándar, se 
eliminaron y se reemplazaron con la interpolación lineal. Además los datos fueron tratados con el 
filtro propuesto por Savitzky-Golay el cual se basa en el cálculo de una regresión polinomial de una 
serie de puntos equidistantes para determinar un nuevo valor (Steinier et al., 1972), y de esta manera, 
evitar picos anormales de información.

Redes Neuronales Artificiales

Las redes neuronales toman ese nombre por las similitudes en el funcionamiento con el cerebro 
humano y se definen como un procesador distribuido en paralelo el cual se compone de unidades 
de procesamiento simple llamadas neuronas. Una red neuronal tiene una propensión de almacenar 
conocimiento de manera experiencial y ponerlo a disposición para su uso (Haykin, 1999). 

	 Las redes se pueden clasificar en dos grandes campos de acuerdo a su arquitectura: redes 
alimentadas hacia adelante (feed-forward networks en inglés, FFN) y redes recurrentes. También 
pueden ser clasificadas de acuerdo al tipo de aprendizaje: supervisado o no supervisado. En el 
primero, la red es entrenada con patrones pareados de entrada y salida conocidos, con la finalidad de 
aprender de ellos. En el aprendizaje no supervisado el sistema es entrenado para reconocer patrones 
en los datos de entrada (Kröse et al., 1996). Dentro de los aprendizajes más importantes existen: 
Aprendizaje Hebbiano, competitivo, de mínimos y máximos, por reforzamiento, estocástico y 
corrección de error. En este último, el objetivo principal es minimizar el error entre los valores deseados 
y los computados, uno de los algoritmos más famosos para este caso es el de retro-propagación 
(backpropagation en inglés) (Quesada et al., 1994). Existen diferentes tipos y arquitecturas de redes 
neuronales, sin embargo, las redes neuronales retro-propagadas son las más comunes y ampliamente 
utilizadas para trabajos de predicción (Ren, 2020). 

	 Se compararon los siguientes métodos de entrenamiento con retro propagación: Levenberg-
Marquardt, gradiente conjugado escalado, quasi-Newton, gradiente conjugado con actualizaciones 
Fletcher-Reeves y gradiente descendente. Dichos métodos de entrenamiento fueron combinados 
con dos funciones de aprendizaje: gradiente descendente con momentos en los pesos y sesgo, y la 
función de gradiente descendente de peso y sesgo.

	 Un factor importante en la arquitectura de una red neuronal es el número de capas ocultas 
y el número de nodos en cada capa. Se evaluaron diferentes redes variando el número de nodos en 
la capa oculta en función del número de variables de entrada y de salida.  Como límite inferior se 
utilizó el criterio de     y como límite superior se utilizó el Teorema de Kolmogorov h=2n+1; 

en donde h representa al número de nodos en la capa oculta, m el número de variables de entrada y 
n el número de variables de salida. La red tuvo seis variables de entrada y solo una de salida, como 
se muestra en la Figura 3.

Figura 3. Arquitectura de la red neuronal que se utilizó para la predicción de oxígeno disuelto.

Medidas de desempeño.

Las medidas de desempeño para la evaluación de la red se describen a continuación: (Ecuación 
2, 3, 4).
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En donde n = número de observaciones,  = observación i de oxígeno disuelto medido,  = 
observación i predicha por el modelo,  = media de los valores de oxígeno disuelto medidos, MAE 
es el error medio absoluto (por sus siglas en inglés), EF es la eficiencia.

Se realizó un análisis de sensibilidad utilizando el algoritmo de Garson (1991) para determinar 
las contribuciones relativas de las variables independientes a la salida, se describe en la siguiente 
ecuación:

En donde: 

CR  es la contribución relativa o importancia relativa, P es la entrada de la cual se desea conocer 
la importancia relativa, n es el número de neuronas ocultas,  j es el número de neurona oculta, I  es 
el número de entradas de la red neuronal artificial, wjp es el peso sináptico de la entrada p hacia la 
neurona j, vj es el peso sináptico de la neurona j hacia la salida, wjk es el peso sináptico de la entrada 
k hacia la neurona j.

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Se utilizó una base de 1044 series de datos para el desarrollo de la red neuronal, de los cuales 
el 90% se utilizó para el entrenamiento, validación y prueba de la red, y el 10% restante para 
la evaluación de la misma. Se recolectaron los siguientes datos: temperatura del aire, humedad 
relativa, temperatura del agua, pH, conductividad eléctrica y radiación fotosintéticamente activa 
(Figura 4). Sin embargo, debido a fallas de los sensores y condiciones ambientales adversas, hubo 
pérdida de datos y valores fuera de rango. Este problema es más evidente en las gráficas de pH, 
conductividad eléctrica y temperatura del agua como se muestra en la Figura 4. Es por ello, que 
se realizó un tratamiento de los datos, en el cual, se eliminaron los outliers y fueron sustituidos 
por valores obtenidos de una regresión lineal, también, se aplicó el filtro de Savitzky-Golay para 
suavizar las curvas que presentaban picos irregulares de información. En el filtro de Savitzky Golay 
se utilizó un polinomio de tercer grado y una media de 13 datos para un mejor ajuste. El resultado 
del tratamiento de datos se muestra en la Figura 5, donde ya no existen datos faltantes ni picos 
abruptos en la información. El tratamiento de datos, al igual que el desarrollo de la red, se realizó 
en MATLAB versión R2021b.
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Figura 4. Variables medidas durante el experimento.
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Figura 5. Variables medidas aplicando regresión lineal y filtro de Savitzky Golay.

	 Se varió el número de nodos en la capa oculta, entre 3 y 13, la máxima eficiencia y menor 
MSE se encontró con 12 nodos (Figura 6). 
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Figura 6. Comparación de eficiencia y error de la red en función  
del número de neuronas en la capa oculta.

	 También se evaluaron las diferentes combinaciones de algoritmos de entrenamiento y 
aprendizaje (Cuadro 2), el mejor desempeño de acuerdo a las medidas de ajuste fue el algoritmo de 
Levenberg-Marquardt con la función de aprendizaje de gradiente descendente para pesos y sesgo. 

Cuadro 2. Medidas de desempeño en la etapa de entrenamiento, validación y prueba (90%).

Método de entrenamiento

Función de aprendizaje

Gradiente descendiente de pesos y sesgo Gradiente descendente con momento 
en pesos y sesgo

EF MAE RMSE EF MAE RMSE

Levenberg-Marquardt (LM) 0.9931 0.0013 0.0614 0.993 -0.00464 0.0615

Gradiente conjugado escalado 
(SCG) 0.9659 -0.0043 0.1365 0.9735 0.004 0.1203

Quasi-Newton (BFG) 0.9771 -0.0048 0.112 0.9709 -0.0029 0.1262

Gradiente conjugado escalado 
Fletcher Reeves  (CGF) 0.9762 0.0027 0.1141 0.9752 -0.000616 0.1164

Gradiente descendiente (GD) 0.8968 0.0037 0.2376 0.8353 0.004 0.3001
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	 Utilizando los algoritmos con mejor desempeño, se realizó la comparación entre el oxigeno 
disuelto medido y predicho por la RNA (Figura 7).
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Figura 7. Comparación de oxígeno disuelto medido y predicho durante el proceso  
de entrenamiento, validación y prueba con el 90% de los datos.

	 Para corroborar qué tan bien predice la RNA con nuevos datos, se probó el modelo con el 
10% de datos no incluidos en el entrenamiento (Figura 8), se obtuvo una eficiencia de 0.9388 para 
un periodo de 144 observaciones.
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Figura 8. Evaluación de la red neuronal con el 10% de datos.

	 La red anterior es capaz de predecir la concentración de oxígeno disuelto con una eficiencia del 
93.8%. Se obtuvieron los pesos óptimos de la red para tener los resultados mostrados anteriormente. 
El análisis de sensibilidad utilizando el algoritmo de Garson (Cuadro 3) muestra que las variables 
más importantes en la predicción del oxígeno disuelto son: pH, temperatura del agua, humedad 
relativa y conductividad eléctrica, en orden de importancia. Lo anterior confirma lo mostrado en 
estudios previos, en donde se muestra que estas mismas variables están fuertemente correlacionadas 
con el oxígeno disuelto (Ren et al., 2018), incluso en el mismo orden.

Cuadro 3. Importancia relativa de las variables medidas en la predicción de oxígeno  
de acuerdo al análisis de sensibilidad con el método de Garson.

Variable Importancia Relativa

pH 20.7%

CE 14.2%

Temperatura del agua 26.1%

Temperatura del ambiente 13.7%

Humedad Relativa 15.7%

Radiación solar 9.6%

Total 100%

Figura 9.  Importancia relativa de las variables medidas.
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CONCLUSIONES

El oxígeno disuelto es la variable más importante a monitorear en un sistema acuapónico ya que de 
ello depende la sobrevivencia de los peces. En este trabajo se diseñó una red neuronal artificial para 
predecir el oxígeno disuelto en agua en un sistema de acuaponía con tilapia y lechuga. Las variables de 
entrada en el modelo fueron temperatura del agua, pH, conductividad eléctrica, temperatura del aire, 
humedad relativa y radiación solar. El modelo de predicción de oxígeno disuelto tuvo un excelente 
desempeño en la etapa de evaluación. Las variables que afectan en mayor medida la concentración 
del oxígeno disuelto fueron la temperatura del agua y el pH, lo cual coincide con lo encontrado 
por varios autores. Al predecir el oxígeno disuelto en un sistema acuapónico, se puede comprender 
el comportamiento y las tendencias del oxígeno disuelto y de esta forma proporcionar una base 
científica para la toma de decisiones respecto a la calidad del agua, asimismo se puede sustituir la 
predicción de oxígeno disuelto de la red por alguna lectura errónea de los sensores.
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Capítulo V

Raquel Salazar Moreno1, Irineo López Cruz1 
y Abraham Rojano Aguilar1

ESTIMACIÓN DE DATOS FALTANTES 
EN SERIES DE PRECIPITACIÓN DE 

LA CIUDAD DE MÉXICO

RESUMEN

La agricultura urbana y periurbana se plantea como una solución para satisfacer la demanda de 
alimentos frescos en las ciudades; pero, el problema principal es la disponibilidad de agua de riego 
para los cultivos. Por esta razón, el aprovechamiento de la precipitación es indispensable para la 
solución del problema. El primer paso para analizar el potencial de precipitación es la adquisición 
de registros de precipitación de manera continua y por un periodo mayor a 30 años. Sin embargo, 
las estaciones que registran la precipitación en la Ciudad de México presentan datos faltantes en un 
rango de 10%-80%. El objetivo de este trabajo fue evaluar y comparar el desempeño de 5 métodos 
de estimación de datos faltantes para diferentes tipos de clima, tipos de agrupación para la selección 
de estaciones vecinas y porcentaje de datos faltantes. Para evaluar el desempeño de los métodos se 
utilizaron las siguientes medidas de ajuste: eficiencia de Nach-Sutcliffe, coeficiente de determinación, 
error medio absoluto y raíz cuadrada del error cuadrado medio. El método regularización esperanza-
maximización tuvo los mejores resultados para estimar datos faltantes en climas semiáridos y 
templados semihúmedos cuando se presentan 10%-40% de datos faltantes. En climas semihúmedos, 
se desempeñó mejor el método de interpolación por funciones ortogonales con porcentajes de datos 
faltantes de entre 40%-80%.

Palabras clave: Climas semiáridos, regularización esperanza-maximización, interpolación de 
funciones ortogonales.

ABSTRACT

Urban and peri-urban agriculture is proposed as a solution to meet the demand for fresh food in 
cities, but the main problem is the availability of irrigation water for crops. For this reason, the use of 
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precipitation is essential to solve the problem. The first step to analyze the potential  precipitation is 
the acquisition of precipitation records continuously and for a period greater than 30 years. However, 
the stations that record precipitation in Mexico City have missing data in a range between 10%-80%. 
The objective of this work was to evaluate and compare the performance of 5 methods of estimating 
missing data for different types of climate, types of grouping for the selection of neighboring 
stations and percentage of missing data. To evaluate the performance of the methods, the following 
fit measures were used: Nach-Sutcliffe efficiency, coefficient of determination, mean absolute error, 
and square root of the mean square error. The expectation-maximization regularization method had 
the best results to estimate missing data in semi-arid and semi-humid temperate climates when 10%-
40% of missing data are present. In semi-humid climates, the interpolation method by orthogonal 
functions performed better with percentages of missing data between 40%-80%.

Keywords: Semi-arides climate, Regularized Expectation-Maximization.

INTRODUCCIÓN 

No existe una planificación en el suministro del agua para usos agrícolas en las ciudades, la agricultura 
urbana y periurbana (AUP) generalmente utiliza el agua potable, incrementando la presión de 
este recurso ya limitado en los centros urbanos. De ahí que se requiere buscar otras fuentes de 
abastecimiento de agua en cantidad y calidad suficientes (Amos et al., 2018, Skara et al.,2020).

	 El aumento de zonas urbanas y periurbanas ha creado retos importantes en materia de manejo 
de agua (Dallman, Chaudhry, Muleta, y Lee, 2016). Amos et al., (2018) realizaron una revisión de 
literatura acerca del uso del agua de lluvia para la producción de alimentos frescos bajo el enfoque de 
AUP y encontraron que existen pocas investigaciones donde se analice el uso de agua de lluvia para 
la producción de alimentos frescos en las ciudades; y que dicho análisis también requiere un estudio 
previo de datos climatológicos, en especial la precipitación. 

	 El análisis de registros climatológicos requiere de series completas a diferentes escalas 
de tiempo, el problema radica en que existen registros incompletos o datos faltantes (DF) (Aieb 
et al., 2019), para completar las series se han utilizado diversos métodos de estimación de datos 
faltantes (Benahmed y Houichi, 2018). Aieb et al. (2019) proponen un enfoque donde la estimación 
de datos faltantes se realiza seleccionando el mejor método para cada día donde se presente un 
dato faltante; utilizando métodos como media aritmética, vecino más cercano y regresión lineal 
simple; demostrando que este enfoque es mejor que si se utilizan los métodos por separado. Jahan 
et al., (2018) realizaron una comparación de 7 métodos entre ellos están: media aritmética, radio 
normal, inverso de la distancia y cadenas de Márkov-Monte Carlo con Maximización-Esperanza. 
Esta comparación la llevaron a cabo en diferentes regiones y resaltaron la importancia de evaluar 
el desempeño de los métodos de estimación de datos faltantes, ya que para cada región estudiada el 
mejor método no fue el mismo. Por otro lado, Miró et al., (2017) evaluaron 10 métodos de estimación 
de datos faltantes, haciendo una distinción entre métodos lineales y no lineales. Entre los métodos 
lineales están vecinos más cercanos, regularización de la maximización-esperanza y análisis de 



72 73

componentes principales; y entre los no lineales se encuentran, análisis de componentes no lineales 
y mapas autoorganizados.

	 En la Ciudad de México no hay registros completos de precipitación, lo que impide realizar 
estudios técnicos sobre manejo de agua, necesidades hídricas de cultivos, entre otros. En este sentido, 
los objetivos de esta investigación fueron: 1) evaluar y comparar el desempeño de diferentes métodos 
para estimar datos faltantes en series de precipitación de la Ciudad de México (CDMX) en base a 
índices estadísticos, y 2) Utilizar las series de datos completas para estimar la cantidad máxima de 
posible de agua de lluvia que puede utilizarse para el riego de los cultivos. 

MATERIALES Y MÉTODOS 

Sitio de Estudio

La ciudad de México está ubicada en la cuenca del Valle de México, la cual cuenta con un área de 1485 
km2 (INEGI, 2017). La zona está dividida en 2 grupos climáticos principales de acuerdo con la clasificación 
de Köppen modificada por García (2004). Esta clasificación se basa en la temperatura y precipitación 
para realizar los grupos climáticos. El grupo climático C (clima templado lluvioso), se caracteriza por ser 
húmedo con temperatura media del mes más frío entre -3° y 18° C (García, 2004). El grupo climático 
B (clima seco), se comporta como un clima árido, semiseco (García, 2004). Al mismo tiempo estos dos 
grupos climáticos principales se subdividen en 5 climas, los cuales están representados en la Figura 1.

Figura 1. Ubicación geográfica de las estaciones climatológicas utilizadas en la evaluación de los métodos  
de estimación de datos faltantes y los climas que caracterizan a la Ciudad de México.

Datos

Los datos se obtuvieron del Servicio Meteorológico Nacional (SMN) en la página del CLICOM 
(http://clicom-mex.cicese.mx). El SMN tiene disponible una base de datos con los registros de 
precipitación, temperatura y evaporación. La resolución temporal de los datos es diaria; y para 
el presente estudio se seleccionaron los registros de precipitación correspondiente al periodo de 
enero 1981 a diciembre 2015. La Ciudad de México cuenta con 13 estaciones climatológicas y se 
seleccionó una por cada tipo de clima para la evaluación del desempeño de la estimación de datos 
faltantes. Las estaciones vecinas para la estimación de datos faltantes se componen por estaciones de 
la Ciudad de México (13), Estado de México (72) y Morelos (12).

Selección de las estaciones vecinas

La selección de las estaciones se realizó en función de la similitud entre la estación que se requiere 
completar y las estaciones vecinas que ayudarán a completar los datos faltantes; en este trabajo la 
similitud se midió con el coeficiente de correlación de Pearson y este debía ser mayor a 0.4. No hay 
un criterio bien definido para seleccionar una estación vecina, estos varían con respecto al método 
de estimación seleccionado y a las características del sitio de estudio, dando así numerosas opciones 
de elegir una estación vecina. 

	 Diferentes autores han propuesto criterios para elegir las estaciones vecinas, por ejemplo, 
Barrios et al., (2018), propusieron seleccionar estaciones vecinas entre un radio de 25 y 50 km.

	 En este estudio, para la selección de las estaciones vecinas se evaluaron tres criterios: 1) 
Tipo de clima, 2) Radio de influencia no mayor a 25 km y 3) Radio de influencia no mayor a 50 km. 

Métodos utilizados para la estimación de datos faltantes

Inverso de la distancia (IDW)

Para completar el dato faltante de la estación objetivo se hace un promedio ponderado de las 
estaciones vecinas disponibles (Jahan et al., 2018). La ponderación se realiza como la fracción de la 
distancia entre la estación con datos faltantes y las estaciones vecinas. El dato faltante ( ) se estimó 
como (Xia  et al., 1999):                                                                      

 
                                                            (1)

	 Donde:  es el dato observado en la estación vecina en el mismo tiempo ;   es la distancia 
entre la estación con datos faltantes y la estación vecina,  es una fracción de la distancia que puede 
tomar valores entre 1 y 6 (Xia et al, 1999). En este trabajo se utilizó , que de acuerdo con Barrios 
et al. (2018) y Teegavarapu (2009) es el valor que mejor desempeño ofrece.
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Ponderación por coeficiente de correlación (CCW)

El principio de funcionamiento es el mismo que el método del inverso de la distancia, solo que el 
ponderador es remplazado por el coeficiente de correlación entre la estación con datos faltantes y 
la estación vecina (Barrios et al, 2018). La ecuación que se utilizó para estimar el dato faltante es 
(Teegavarapu, 2009):                                                                   

 
                                                                     (2)

donde,  es el coeficiente de correlación de Pearson entre la estación con datos faltantes y la estación 
vecina, en toda la serie de datos disponibles.

Regularización de la Maximización-Esperanza (REG)

Este método es una adaptación del algoritmo Maximización-Esperanza que se utiliza para estimar 
parámetros estadísticos por el método de máxima verosimilitud cuando los datos presentan registros 
incompletos (Shenieder, 2001). Este método trabaja en dos pasos, el primero realiza la estimación 
de la esperanza más probable y el segundo la maximización u optimización de los parámetros 
del modelo (Miró et al., 2017). La configuración de este modelo que se tiene que modificar es el 
número de iteraciones que se realizarán para alcanzar la maximización. En el estudio actual se 
utilizaron 30 iteraciones.

Interpolación de datos por Funciones Empíricas Ortogonales (EOF)

Este método está basado en una técnica de algebra lineal para la descomposición de una matriz 
en vectores singulares (SVD) y funciona al igual que PCA para la reducción de dimensionalidad. 
Sorjama et al. (2010) desarrolló la metodología para la interpolación de datos faltantes por medio 
de SVD. Diversos autores han empleado esta técnica para completar datos faltantes de diversas 
variables, pero para datos de precipitación son escasos los autores. Los parámetros del método son 
el número de vectores singulares y el número de iteraciones. En este trabajo se utilizaron 1000 
iteraciones y dos vectores singulares.

Mapas Autoorganizados (SOM)

De la misma forma que el método anterior, los mapas autorganizados son un tipo de red neuronal 
artificial utilizada en aprendizaje automático no supervisado. SOM es utilizado para la representación 
y la reducción de dimensionalidad de datos no lineales (Kohonen, Sejnowski y Poggio, 2001). 
Debido a la rapidez del algoritmo SOM diversos autores lo han utilizado para la estimación de datos 
faltantes de precipitación (Miró et al., 2017; Mwale et al., 2012; Nkiaka et al., 2016). En este trabajo 
la configuración fue: la forma del mapa fue una malla rectangular de 179 x 179 neuronas. 

Evaluación y análisis estadístico

Consiste en la comparación estadística de los datos faltantes estimados por los diferentes métodos 
utilizados contra los datos observados. Como los datos perdidos se desconocen, se generaron datos 
perdidos artificialmente. Debido a que la generación de datos faltantes es aleatoria, se realizaron 
50 simulaciones con diferentes porcentajes de datos faltantes en cada estación seleccionada. Los 
porcentajes de datos faltantes fueron 10% (83 días), 20% (166 días), 40% (332 días) y 80% (665). 
En cada simulación, se seleccionó de manera aleatoria un número entre la fecha inicial y la fecha 
final y se extrajo de la matriz original y este se marcó como dato faltante, hasta obtener el porcentaje 
deseado. Una vez que se realizó la estimación se extrajeron los datos faltantes estimados y se calculó 
el desempeño de cada método. El desempeño de cada método utilizado se midió en base a los 
siguientes índices estadísticos:

1) Índice de eficiencia de Nash-Sutcliffle (E):

 
                                                                   (3)

Donde  es el dato estimado,  es el dato observado y  es la media de los datos observados.

2) Coeficiente de determinación (R2), 

                      
                
(4)

3) Error medio absoluto (MAE) 

                 
     
(5)

4) Raíz cuadrada del error medio cuadrado (RMSE).

                       
(6)

Resultados y Discusión

Estaciones de la Ciudad de México

Dentro de la Ciudad de México hay 13 estaciones que contienen datos faltantes en un rango de 
6% hasta 48%. En el Cuadro 1 se describen las características de las estaciones climatológicas de 
la Ciudad de México, las estaciones que están resaltadas en negro fueron las seleccionadas para 
la evaluación. Cada estación seleccionada tiene diferente comportamiento en la precipitación. La 
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estación R9051 es la más seca con un promedio diario de 1.59 mm y la estación R9022 es la más 
húmeda con una media de 4.30 mm.

Cuadro 1. Características de las estaciones climatológicas de la Ciudad de México.

Estación Alcaldía TC Clima µ    %DF Lat Lon Altitud

R9004 Tlalpan C(w2) - 2.62 6.92 15.81 19.20 -99.15 2726
R9010 Miguel Hidalgo C(w1) - 2.72 7.23 29.23 19.41 -99.20 2271
R9014 Coyoacán C(w2) - 2.31 6.00 9.73 19.30 -99.15 2256
R9020 Tlalpan C(w2) 2 2.77 7.00 11.95 19.30 -99.18 2296
R9022 Tlalpan Cb’(w2) 1 4.30 8.56 27.38 19.13 -99.17 2990

R9029
Gustavo A. 

MAdero
C(w0) - 1.78 5.30 6.22 19.48 -99.09 2239

R9032 Milpa Alta C(w1) - 1.98 5.54 23.09 19.19 -99.02 2420

R9036 Iztacalco BS1hw - 2.08 5.81 9.50 19.40 -99.10 2235

R9041 Xochimilco C(w2) - 2.66 6.93 30.69 19.20 -99.13 2621

R9043
Gustavo A. 
Maderoo

BS1hw 5 1.78 5.25 12.96 19.47 -99.08 2240

R9045 Milpa Alta C(w1) - 1.93 5.10 28.90 19.18 -99.00 2595
R9051 Tláhuac C(w0) 4 1.59 4.79 48.81 19.26 -99.00 2241
R9071 Coyoacán C(w1) 3 1.99 5.27 20.05 19.33 -99.13 2250

%DF = Porcentaje de datos faltantes, Lat = Latitud, Lon = Longitud, TC = Tipo de Clima, Altitud en metros sobre el nivel del mar, µ y σ 
en mm día-1.

Clima 1

Se seleccionó la estación R9022 como objetivo, y se encuentra a 2990 msnm; para la elección de las 
estaciones vecinas se utilizaron 6 estaciones vecinas para el tipo de agrupación por clima, 11 para la 
agrupación por radio de influencia de 25 km y 30 para el radio de influencia de 50 km. La estación es 
lluviosa con un promedio diario de 4.30 mm y muy variable con una desviación estándar es de 8.56 
mm. El porcentaje de datos faltantes es de 27.38 %. El Cuadro 2 resume los resultados del desempeño 
obtenido por los 5 métodos utilizando los índices estadísticos E, R2, MAE, y RMSE. Para todos los 
porcentajes de datos faltantes, los métodos REG, SOM, CCW y EOF tuvieron la mayor eficiencia 
por el tipo de agrupación R25 tuvo la mejor E. El R2 fue mejor en el tipo de agrupación R50 para 
todos los métodos. El MAE fue menor en el tipo de agrupación R50 en el método REG e IDW. El 
RMSE resultó más bajo en todos los métodos excepto por IDW, cuando se agruparon las estaciones 
vecinas con el tipo de agrupación R25. El método REG y SOM mostraron una disminución en el 
desempeño cuando el porcentaje de datos faltantes fue de 80% en todos los criterios estadísticos sin 
importar el tipo de agrupación. 

Cuadro 2. Resultados obtenidos en el clima 1 por los mejores  
métodos obtenidos del sistema de clasificación. 

Método %DF

Criterios estadísticos

E R2 MAE RMSE

Clima R25 R50 Clima R25 R50 Clima R25 R50 Clima R25 R50

REG

10% 0.31 0.42 0.42 0.33 0.43 0.43 3.74 3.27 3.22 6.20 5.69 5.72
20% 0.31 0.42 0.41 0.33 0.44 0.44 3.71 3.25 3.19 6.16 5.64 5.66
40% 0.32 0.42 0.42 0.33 0.43 0.43 3.73 3.27 3.21 6.18 5.68 5.71
80% 0.29 0.39 0.38 0.31 0.40 0.41 3.86 3.47 3.49 6.35 5.93 5.94

M 0.31 0.41 0.41 0.32 0.40 0.42 3.76 3.32 3.28 6.22 5.74 5.76

SOM

10% 0.30 0.39 0.37 0.31 0.31 0.39 3.24 2.96 3.12 6.28 5.85 5.94
20% 0.31 0.39 0.37 0.32 0.41 0.39 3.20 2.95 3.11 6.19 5.79 5.89
40% 0.30 0.39 0.37 0.31 0.40 0.38 3.26 2.96 3.15 6.29 5.86 5.97
80% 0.27 0.37 0.36 0.29 0.38 0.37 3.34 3.03 3.19 6.46 6.00 6.06

M 0.29 0.39 0.37 0.31 0.38 0.38 3.26 2.97 3.14 6.31 5.87 5.96

CCW

10% 0.28 0.40 0.38 0.33 0.33 0.42 3.20 2.80 2.89 6.36 5.80 5.91
20% 0.26 0.40 0.38 0.33 0.42 0.41 3.24 2.78 2.87 6.39 5.77 5.86
40% 0.28 0.40 0.38 0.33 0.42 0.42 3.19 2.79 2.88 6.33 5.81 5.90
80% 0.28 0.39 0.37 0.33 0.41 0.41 3.23 2.82 2.91 6.42 5.89 6.01

M 0.27 0.40 0.38 0.33 0.39 0.41 3.22 2.80 2.89 6.38 5.82 5.92

IDW

10% 0.05 0.37 0.39 0.28 0.28 0.41 3.49 2.86 2.85 7.29 5.96 5.87
20% 0.00 0.36 0.38 0.28 0.39 0.41 3.56 2.85 2.83 7.37 5.94 5.83
40% 0.06 0.36 0.38 0.29 0.38 0.41 3.46 2.86 2.84 7.26 5.98 5.88
80% 0.06 0.36 0.38 0.28 0.38 0.40 3.50 2.87 2.86 7.33 6.04 5.94

M 0.04 0.36 0.38 0.28 0.36 0.41 3.50 2.86 2.85 7.31 5.98 5.88

EOF

10% 0.31 0.41 0.41 0.33 0.33 0.42 3.45 3.17 3.21 6.23 5.73 5.76
20% 0.28 0.40 0.40 0.33 0.42 0.42 3.43 3.15 3.17 6.27 5.74 5.74
40% 0.31 0.41 0.41 0.34 0.42 0.42 3.44 3.18 3.21 6.21 5.75 5.75
80% 0.31 0.40 0.40 0.33 0.41 0.41 3.55 3.25 3.29 6.28 5.85 5.88

M 0.30 0.41 0.40 0.33 0.40 0.42 3.47 3.19 3.22 6.25 5.77 5.78

E = Eficiencia, R2= Coeficiente de determinación, MAE = Error medio absoluto, RMSE = Raíz cuadrada del error medio cuadrado

	 En la Figura 2 se muestra el comportamiento en función del tiempo y de la precipitación de 
la estimación de los datos faltantes mediante el método REG y EOF, con la configuración R25 para 
83 días diferentes a los datos utilizados en la evaluación. La E en ambos métodos fue de 0.49, lo cual 
confirma que los métodos son iguales y tienen la mejor eficiencia.



78 79

Figura 2. Resultados del comportamiento de la estimación de datos faltantes  
mediante el método REG y EOF del clima 1.

Clima 2

Para la evaluación de este grupo, la estación seleccionada fue la R9020 ubicada a una altura de 
2290 msnm, con un promedio de precipitación 2.77 mm de lluvia y una desviación estándar de 7 
mm diarios, y 11.95% de datos faltantes. Las estaciones vecinas que se utilizaron fueron: 16 para la 
agrupación por tipo de clima, 17 para la agrupación R25 y 30 para la agrupación R50. Los resultados 
obtenidos en las estimaciones de los datos faltantes se muestran en el Cuadro 3 . En todos los métodos 
se nota una pequeña disminución en los índices de desempeño cuando se evaluaron 20% y 80% de 
datos faltantes en todos los índices estadísticos. El tipo de agrupación R25 fue el que tuvo el mejor 
desempeño en comparación al tipo de agrupación por clima y al tipo de agrupación R50. 

Cuadro 3 Resultados obtenidos del clima 2 de los mejores métodos obtenidos del sistema de clasificación.

Método %DF

Criterios estadísticos

E R2 MAE RMSE

Clima R25 R50 Clima R25 R50 Clima R25 R50 Clima R25 R50

REG

10% 0.34 0.39 0.35 0.40 0.44 0.41 2.37 2.26 2.35 5.14 4.99 5.11
20% 0.33 0.35 0.35 0.38 0.39 0.38 2.32 2.22 2.30 5.14 4.99 5.11
40% 0.34 0.38 0.35 0.37 0.40 0.38 2.32 2.18 2.29 5.14 5.01 5.10
80% 0.29 0.32 0.29 0.35 0.37 0.35 2.58 2.46 2.58 5.33 5.21 5.32

M 0.32 0.36 0.34 0.37 0.40 0.38 2.40 2.28 2.38 5.19 5.05 5.16

SOM

10% 0.30 0.35 0.34 0.35 0.40 0.39 2.50 2.34 2.45 5.33 5.14 5.21
20% 0.29 0.33 0.32 0.31 0.35 0.35 2.44 2.24 2.38 5.33 5.14 5.21
40% 0.30 0.34 0.33 0.32 0.36 0.35 2.39 2.23 2.36 5.30 5.16 5.19
80% 0.27 0.32 0.31 0.29 0.34 0.33 2.47 2.27 2.39 5.41 5.21 5.26

M 0.29 0.34 0.33 0.32 0.36 0.36 2.45 2.27 2.40 5.34 5.16 5.22

CCW

10% 0.36 0.38 0.41 0.41 0.41 0.45 2.33 2.17 2.27 5.08 5.05 4.92
20% 0.35 0.36 0.39 0.37 0.38 0.40 2.29 2.06 2.20 5.08 5.05 4.92
40% 0.36 0.37 0.39 0.37 0.38 0.40 2.25 2.04 2.20 5.07 5.03 4.95
80% 0.36 0.37 0.39 0.36 0.37 0.39 2.27 2.06 2.22 5.06 5.04 4.95

M 0.36 0.37 0.39 0.38 0.39 0.41 2.29 2.08 2.22 5.07 5.04 4.94

IDW

10% 0.26 0.33 0.35 0.37 0.40 0.41 2.12 2.07 2.08 5.46 5.24 5.17
20% 0.24 0.30 0.32 0.34 0.36 0.37 2.01 1.95 1.96 5.46 5.24 5.17
40% 0.29 0.34 0.36 0.34 0.37 0.38 1.96 1.90 1.91 5.34 5.15 5.09
80% 0.28 0.33 0.35 0.33 0.35 0.36 2.01 1.94 1.95 5.39 5.18 5.12

M 0.27 0.33 0.34 0.34 0.37 0.38 2.03 1.96 1.98 5.41 5.20 5.14

EOF

10% 0.33 0.34 0.38 0.40 0.39 0.44 2.49 2.41 2.35 5.15 5.18 4.98
20% 0.32 0.32 0.37 0.37 0.35 0.40 2.49 2.33 2.30 5.15 5.18 4.98
40% 0.33 0.33 0.37 0.36 0.36 0.40 2.43 2.35 2.30 5.17 5.18 5.02
80% 0.31 0.32 0.36 0.36 0.35 0.39 2.60 2.43 2.42 5.25 5.22 5.08

M 0.32 0.33 0.37 0.37 0.36 0.40 2.51 2.38 2.34 5.18 5.19 5.02

E = Eficiencia, R2= Coeficiente de determinación, MAE = Error medio absoluto, RMSE = Raíz cuadrada del error medio cuadrado

	 En la Figura 3 se muestra el comportamiento en función del tiempo y de la precipitación 
de la estimación de los datos faltantes del clima 2 mediante el método REG, EOF y CCW, y con 
estaciones vecinas dentro de un radio de 25 km. Los datos corresponden a 83 días elegidos de manera 
aleatoria y son diferentes de los utilizados en la evaluación. El método REG resultó con la mejor 
E y R2, indicando que se puede utilizar como el mejor método para el tipo de clima 2 en cualquier 
porcentaje de datos faltantes.
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Figura 3. Resultados del comportamiento de la estimación de datos  
faltantes mediante el método REG, EOF y CCW del clima 2.

Clima 3

La estación objetivo fue R9071 con una altura de 2250 msnm, con un promedio diario de lluvia 1.99 
mm y una desviación estándar de 5.27 mm. El porcentaje de datos perdidos es de 20%. En el Cuadro  
se muestra que los mejores métodos en este grupo fueron REG e IDW de acuerdo con los índices 
estadísticos. Todos los métodos tuvieron mejor desempeño con el tipo de agrupación R25 y no se 
notó un cambio con la agrupación R50. El porcentaje de datos faltantes sí influyó en el desempeño 
de los métodos. El método REG, IDW, EOF, y CCW tuvieron un pobre desempeño con el 10% de 
datos faltantes, independientemente del tipo de agrupación. 

Cuadro 4. Resultados obtenidos del clima 3 de los mejores métodos obtenidos del sistema de clasificación.

Método %DF

Criterios estadísticos

E R2 MAE RMSE

Clima R25 R50 Clima R25 R50 Clima R25 R50 Clima R25 R50

REG

10% 0.34 0.57 0.57 0.42 0.62 0.63 1.72 1.21 1.25 3.88 3.07 3.06
20% 0.36 0.62 0.63 0.39 0.64 0.41 2.37 2.26 2.35 4.05 3.10 3.09

40% 0.38 0.59 0.59 0.40 0.60 0.60 1.82 1.29 1.35 4.28 3.46 3.46

80% 0.29 0.59 0.59 0.35 0.60 0.59 2.58 1.26 1.33 5.33 3.30 3.31

M 0.34 0.59 0.59 0.39 0.61 0.56 2.12 1.51 1.57 4.38 3.23 3.23

SOM

10% 0.28 0.36 0.35 0.34 0.42 0.41 1.74 1.56 1.63 4.18 3.96 4.01

20% 0.30 0.37 0.36 0.32 0.41 0.39 2.50 2.34 2.45 4.30 4.06 4.10

40% 0.29 0.36 0.35 0.32 0.40 0.39 1.83 1.67 1.72 4.57 4.34 4.38

80% 0.27 0.36 0.36 0.29 0.39 0.38 2.47 1.61 1.65 5.41 4.12 4.14

M 0.29 0.37 0.35 0.32 0.41 0.39 2.14 1.80 1.86 4.61 4.12 4.16

CCW

10% 0.27 0.40 0.39 0.39 0.50 0.48 1.68 1.54 1.59 4.03 3.62 3.66

20% 0.34 0.48 0.46 0.38 0.51 0.45 2.33 2.17 2.27 4.12 3.65 3.74

40% 0.37 0.47 0.46 0.39 0.49 0.47 1.75 1.63 1.69 4.31 3.94 3.99

80% 0.36 0.47 0.45 0.36 0.48 0.46 2.27 1.58 1.63 5.06 3.77 3.82

M 0.33 0.45 0.44 0.38 0.49 0.47 2.01 1.73 1.80 4.38 3.74 3.80

IDW

10% 0.25 0.51 0.52 0.41 0.57 0.57 1.68 1.37 1.37 3.97 3.32 3.31

20% 0.33 0.56 0.57 0.39 0.59 0.41 2.12 2.07 2.08 4.12 3.31 3.31

40% 0.36 0.55 0.55 0.40 0.57 0.57 1.77 1.43 1.44 4.33 3.63 3.62

80% 0.28 0.53 0.54 0.33 0.55 0.55 2.01 1.39 1.40 5.39 3.51 3.50

M 0.30 0.54 0.54 0.38 0.57 0.52 1.90 1.57 1.57 4.45 3.44 3.43

EOF

10% 0.29 0.39 0.39 0.38 0.48 0.47 1.73 1.55 1.61 4.03 3.67 3.70

20% 0.34 0.46 0.45 0.38 0.49 0.44 2.49 2.41 2.35 4.11 3.71 3.78

40% 0.37 0.46 0.44 0.38 0.48 0.46 1.81 1.65 1.72 4.32 3.99 4.04

80% 0.31 0.45 0.44 0.36 0.46 0.45 2.60 1.59 1.65 5.25 3.82 3.87
M 0.33 0.44 0.43 0.37 0.47 0.45 2.16 1.80 1.83 4.43 3.80 3.85

	 En la Figura 44 se muestra el comportamiento de la precipitación en función del tiempo para 
83 días elegidos de manera aleatoria no incluidos en el análisis del clima 3 mediante el método REG 
e IDW, con la configuración R25. Se observa que el método REG tuvo la mejor E y R2, confirmando 
los resultados anteriores. 
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Figura 4. Resultados del comportamiento de la estimación de datos  
faltantes del clima 3 mediante el método REG e IDW.

Clima 4

La estación objetivo de este grupo fue R9051 ubicada a una altura de 2241 msnm, con una media 
de precipitación de 1.59 mm y una desviación estándar de 4.79 mm diarios, el porcentaje de 
datos faltantes es de 48%. Las estaciones vecinas en la agrupación por clima fueron 7, 16 en la 
agrupación R25 y 30 en la agrupación R50. El Cuadro  5 muestra el desempeño obtenido con 
los 5 mejores métodos, teniendo un mejor desempeño REG, SOM y EOF. No se observa una 
clara mejora con el tipo de agrupación. Se notan algunas diferencias en el porcentaje de 10% 
y 80%, en todos los métodos. El desempeño general de los métodos disminuyó respecto a los 
anteriores climas.

 

Cuadro 5. Resultados obtenidos del clima 4 de los mejores métodos obtenidos del sistema de clasificación.

Método %DF

Criterios estadísticos

E R2 MAE RMSE

Clima R25 R50 Clima R25 R50 Clima R25 R50 Clima R25 R50

REG

10% 0.17 0.22 0.20 0.23 0.26 0.25 3.57 3.45 3.47 3.39 2.11 2.15
20% 0.20 0.22 0.18 0.23 0.25 0.23 1.76 1.67 1.67 3.75 3.70 3.74
40% 0.17 0.22 0.18 0.20 0.25 0.22 1.78 1.67 1.68 3.89 3.78 3.84
80% 0.29 0.18 0.20 0.35 0.21 0.19 2.58 1.67 1.68 5.33 1.69 1.69

M 0.21 0.21 0.23 0.25 0.24 0.22 2.42 2.11 2.12 4.09 2.82 2.86

SOM

10% 0.18 0.20 0.18 0.22 0.22 0.22 3.55 3.53 3.53 3.44 3.38 3.37
20% 0.17 0.18 0.20 0.20 0.20 0.20 1.56 1.62 1.63 3.83 3.81 3.80
40% 0.17 0.17 0.20 0.19 0.18 0.18 1.55 1.59 1.63 3.91 3.91 3.93
80% 0.27 0.17 0.18 0.29 0.18 0.17 2.47 1.59 1.63 5.41 1.57 1.60

M 0.20 0.18 0.21 0.22 0.19 0.19 2.28 2.08 2.10 4.15 3.17 3.18

CCW

10% 0.01 -0.03 -0.08 0.21 0.27 0.25 3.84 3.89 3.98 3.34 3.24 3.31
20% 0.12 0.06 0.02 0.23 0.26 0.25 1.67 1.91 2.04 3.90 4.01 4.10
40% 0.10 0.07 0.02 0.25 0.24 0.23 1.70 1.90 2.07 4.05 4.10 4.22
80% 0.36 0.04 -0.03 0.31 0.23 0.21 2.27 1.90 2.07 5.06 1.87 2.04

M 0.15 0.04 -0.02 0.25 0.25 0.23 2.37 2.40 2.54 4.09 3.31 3.42

IDW

10% -0.02 -0.05 -0.05 0.24 0.27 0.27 3.85 3.93 3.92 3.44 2.00 2.00
20% 0.05 0.04 0.04 0.23 0.25 0.26 1.66 1.88 1.91 4.04 4.07 4.05
40% 0.07 0.08 0.07 0.21 0.25 0.25 1.65 1.85 1.90 4.08 4.10 4.10
80% 0.28 0.05 0.04 0.24 0.23 0.23 2.01 1.85 1.90 5.39 1.82 1.86

M 0.10 0.03 0.03 0.26 0.25 0.25 2.29 2.37 2.41 4.24 3.00 3.01

EOF

10% 0.11 0.22 0.22 0.19 0.27 0.26 3.67 3.45 3.45 3.42 3.25 3.28
20% 0.19 0.24 0.24 0.22 0.26 0.26 1.70 1.59 1.62 3.78 3.66 3.66
40% 0.15 0.22 0.22 0.18 0.24 0.23 1.72 1.60 1.65 3.94 3.78 3.79
80% 0.31 0.21 0.21 0.36 0.23 0.22 2.60 1.60 1.65 5.25 1.61 1.65

M 0.19 0.22 0.24 0.24 0.25 0.24 2.42 2.06 2.09 4.10 3.07 3.10

	 En la Figura 5 se muestra el comportamiento de la precipitación medida y estimada en 
función del tiempo para la estación R9051 del clima 4 mediante los métodos REG, EOF y CCW, las 
estaciones vecinas se eligieron mediante el criterio R50 que fue el que mejor desempeño tuvo en la 
evaluación, para 83 días elegidos de forma aleatoria y no fueron utilizados en las evaluaciones. Se 
observa que los métodos REG y EOF tuvieron la mejor E y R2,
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Figura 5. Resultados del comportamiento de la estimación de datos  
faltantes para el clima 4 mediante el método REG, SOM e IDW.

Clima 5

En el último grupo se utilizó como objetivo la estación R9043, ubicada a 2240 msnm, con una media 
diaria de precipitación de 1.78 mm y una desviación estándar de 5.25 mm, y con 13% de datos 
faltantes. Las estaciones vecinas utilizadas en la agrupación por clima fueron 8, 25 para R25 y 30 
para R50. En el Cuadro 6 se resumen los resultados obtenidos por los mejores 5 métodos. De manera 
general se observa que IDW y REG tuvieron un buen desempeño y que mejora cuando se eligen 
estaciones vecinas en un radio de 25 km (R25). Los cinco métodos tuvieron resultados similares 
en los distintos porcentajes de datos faltantes, indicando que el desempeño en este tipo de clima es 
independiente del porcentaje de datos faltantes. 

Cuadro 6. Resultados obtenidos del clima 5 de los mejores métodos obtenidos del sistema de clasificación.

Método %DF

Criterios estadísticos

E R2 MAE RMSE

Clima R25 R50 Clima R25 R50 Clima R25 R50 Clima R25 R50

REG

10% 0.35 0.72 0.72 0.42 0.75 0.75 1.52 0.85 0.87 4.04 2.36 2.39
20% 0.36 0.72 0.71 0.41 0.73 0.73 1.36 0.80 0.82 3.39 2.11 2.15
40% 0.36 0.72 0.71 0.41 0.73 0.73 1.36 0.80 0.82 3.39 2.11 2.15
80% 0.29 0.72 0.71 0.35 0.73 0.73 2.58 0.80 0.82 5.33 2.11 2.15

M 0.34 0.72 0.71 0.40 0.74 0.73 1.70 0.81 0.84 4.04 2.18 2.21

SOM

10% 0.32 0.35 0.36 0.37 0.42 0.42 1.47 1.45 1.45 4.13 4.04 4.03
20% 0.35 0.37 0.38 0.38 0.41 0.41 1.31 1.30 1.29 3.44 3.38 3.37
40% 0.35 0.37 0.38 0.38 0.41 0.41 1.31 1.30 1.29 3.44 3.38 3.37
80% 0.27 0.37 0.38 0.29 0.41 0.41 2.47 1.30 1.29 5.41 3.38 3.37

M 0.32 0.37 0.37 0.36 0.41 0.41 1.64 1.34 1.33 4.11 3.55 3.54

CCW

10% 0.37 0.45 0.42 0.43 0.52 0.50 1.41 1.37 1.44 3.95 3.58 3.67
20% 0.37 0.39 0.37 0.42 0.48 0.46 1.25 1.33 1.38 3.34 3.24 3.31
40% 0.37 0.39 0.37 0.42 0.48 0.46 1.25 1.33 1.38 3.34 3.24 3.31
80% 0.36 0.39 0.37 0.36 0.48 0.46 2.27 1.33 1.38 5.06 3.24 3.31

M 0.37 0.41 0.38 0.41 0.49 0.47 1.55 1.34 1.40 3.92 3.33 3.40

IDW

10% 0.32 0.75 0.75 0.42 0.78 0.78 1.45 0.78 0.78 4.01 2.21 2.22
20% 0.32 0.75 0.75 0.41 0.76 0.76 1.29 0.73 0.73 3.44 2.00 2.00
40% 0.32 0.75 0.75 0.41 0.76 0.76 1.29 0.73 0.73 3.44 2.00 2.00
80% 0.28 0.75 0.75 0.33 0.76 0.76 2.01 0.73 0.73 5.39 2.00 2.00

M 0.31 0.75 0.75 0.39 0.76 0.76 1.51 0.74 0.74 4.07 2.05 2.06

EOF

10% 0.34 0.43 0.42 0.42 0.49 0.48 1.46 1.39 1.41 4.02 3.70 3.76
20% 0.34 0.41 0.40 0.41 0.46 0.45 1.31 1.32 1.33 3.42 3.25 3.28
40% 0.34 0.41 0.40 0.41 0.46 0.45 1.31 1.32 1.33 3.42 3.25 3.28
80% 0.31 0.41 0.40 0.36 0.46 0.45 2.60 1.32 1.33 5.25 3.25 3.28

M 0.33 0.41 0.40 0.40 0.47 0.46 1.67 1.34 1.35 4.03 3.36 3.40

	 En la Figura 6 se muestra el comportamiento para la estación R9043 de la precipitación 
medida y estimada para 83 días no incluidos en la evaluación de los métodos, mediante el método 
REG e IDW y con la configuración R25. 
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Figura 6. Resultados del comportamiento de la estimación  
de datos faltantes mediante el método REG e IDW.

Comparación entre diferentes estudios

Los métodos evaluados se desempeñaron de manera diferente dependiendo del tipo de clima donde 
se ubica la estación a estimar. En el estudio realizado por Jahan et al. (2018) encontraron que los 
métodos se desempeñan de forma diferente de acuerdo con la elección de las estaciones a estimar, 
apoyando los resultados obtenidos en este estudio. Los autores encontraron que en algunas zonas 
el mejor algoritmo tuvo un RMSE de 7.3 y en otras un RMSE de 11.21, el mejor algoritmo fue 
diferente dependiendo de la zona, y resaltaron que el mejor algoritmo para climas secos fue REG y 
para zonas húmedas se desempeñó mejor AA. De la misma forma en el trabajo publicado por Miró 
et al. (2017) agruparon las estaciones objetivo y las estaciones vecinas de acuerdo con la cantidad de 
precipitación y demostraron que los mejores métodos para estimar datos faltantes fueron REG y NLP 
para los diferentes tipos de clima que evaluaron. El RMSE para el método REG estuvo entre 3-4 y 
el MAE entre 1.0-1.1. En la presente investigación, el RMSE del método REG resultó entre 2-6 y el 
MAE entre 0.7-3.5, esto apoya la idea que el método se ajusta a diferentes condiciones.

	 El mejor desempeño para la elección de las estaciones vecinas para la estimación de los datos 
faltantes se obtuvo con las estaciones agrupadas dentro de un radio de 25 km de la estación objetivo. 

Este resultado es consistente con lo encontrado por Barrios et al. (2018), ellos demostraron que 
los métodos utilizados en su investigación se desempeñaron mejor tomando las estaciones vecinas 
dentro de un radio de 25 km de la estación objetivo. 

	 Aieb et al. (2019) evaluaron cinco métodos; entre ellos k vecinos más cercanos, regresión 
lineal y uno nuevo propuesto por ellos, basado en k vecinos más cercanos, para 1100 datos diarios con 
diferentes porcentajes de datos faltantes. Los autores encontraron que los métodos pueden mejorar 
el desempeño evaluando diferentes configuraciones dependiendo del clima de la estación objetivo, 
ellos obtuvieron un RMSE de entre 0.1-0.7 en clima árido, apoyando lo obtenido en el clima 5 de este 
trabajo, que tiene el mismo tipo de clima y obtuvo los mejores resultados en la evaluación actual con 
RMSE de entre 2-4. En la investigación de Lai y Kuok (2019) evaluaron dos métodos, k vecinos más 
cercanos y análisis de componentes principales bayesianos con 365 datos diarios y para diferentes 
porcentajes de datos faltantes. Los autores obtuvieron resultados similares a los encontrados en 
este trabajo, dado que el RMSE de los mejores métodos fluctuaron entre 0.3-9 para los diferentes 
porcentajes de datos perdidos. Otro caso similar se presenta en el estudio realizado por Rahman et al. 
(2017) donde evaluaron cinco métodos diferentes en 14000 datos diarios de precipitación para 5%, 
10% y 15%. Los autores encontraron que los RMSE obtenidos entre los diferentes métodos estuvieron 
entre 5-11, y estos fueron diferentes en los porcentajes de datos faltantes evaluados y los RMSE del 
10% fueron menores a los del 5%, apoyando lo encontrado en este trabajo donde en algunos métodos, 
como regulación esperanza – maximización, el porcentaje de 80% de datos faltantes.

	 En el trabajo de Trujillo et al. (2015) se evaluaron los métodos RL, RLM, NR e IDW en 
430 datos para porcentajes de datos faltantes entre 20% y 30%. Ellos obtuvieron RMSE entre 15-19 
para los diferentes métodos que evaluaron, estos fueron obtenidos en un tipo de clima similar a la 
estación evaluada en el clima 1, donde se obtuvieron RMSE entre 5-7. En la publicación de Simolo 
et al. (2010) obtuvieron RMSE entre 3 y 6. Sattari et al. (2016) obtuvieron RMSE entre 5 y 11. 

	 En general, el desempeño de los diferentes algoritmos utilizados en este trabajo se obtuvieron 
resultados aceptables en comparación con diferentes trabajos citados en la literatura. 

CONCLUSIONES 

Los análisis agro-climatológicos requieren de datos de precipitación de series completas de datos, 
y uno de los problemas existentes es que la mayor parte de las estaciones climatológicas de Ciudad 
de México no cuentan con series completas. En el presente estudio se compararon 5 métodos de 
estimación de datos faltantes, para 5 estaciones climatológicas de la Ciudad de México, con las 
siguientes configuraciones de datos faltantes, 10%, 20%, 40% y 80%. Se utilizaron tres criterios para 
la selección de las estaciones vecinas: agrupación por clima, por radio de influencia de 25 km y 50 km.

	 El mejor criterio para seleccionar las estaciones vecinas fue por radio de influencia, 
no existiendo diferencia entre utilizar un radio de 25 km y 50 km. El tipo de clima fue un factor 
importante, los mejores resultados se obtuvieron en climas secos.
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	 El método REG se puede utilizar en la estimación de datos faltantes en climas templados 
semihúmedos y semiáridos para un porcentaje de datos faltantes entre 10%-40%. El método EOF se 
puede ocupar en la estimación de datos faltantes cuando se presentan porcentajes de datos faltantes 
entre 40%-80% para climas templados semihúmedos.
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Capítulo VI

José Alberto Salvador Escalante Estrada1, Yolanda Isabel Escalante Estrada2 
y Cid Aguilar Carpio1

ECUACIONES QUE DESCRIBEN LA BIOMASA 
Y RENDIMIENTO EN FUNCIÓN DE LA DENSIDAD 

DE POBLACIÓN DEL MAÍZ AZUL

RESUMEN

El maíz es componente de la dieta alimenticia  de México y de  varios  países de América Latina. Los 
objetivos del estudio fueron determinar: a) el efecto de la densidad de población sobre la biomasa, 
rendimiento y componentes por superficie y planta; b) las ecuaciones que definen esta relación; c) 
caracterizar el cultivo con base a elementos del clima. La siembra fue el 14 de mayo de 2020, a 
distancia entre matas (DIP) de 25, 30, 35 y 45 cm, y densidades de población (DP) de 5, 4, 3 y 2 
plantas m-2. Los días a etapas fenológicas, la altura de la planta, tamaño del grano y el número de 
hileras de grano no fueron afectados por los cambios en DIP y la DP. En contraste, con la reducción 
en la DIP y aumento en la DP, se redujo la biomasa (BT), rendimiento en grano (RG), número de 
granos (NG) por planta., por superficie aumentaron. El modelo que define este comportamiento 
fue lineal de primer grado, con pendiente negativa y positiva en el caso por planta y superficie, 
respectivamente. El NG por hilera se incrementó al aumentar la DIP y bajar la DP. La BT y RG por 
planta más alto se logró con la DIP de 45 cm y la  DP de dos plantas por m2 y por superficie con la 
siembra a 25 cm y cinco plantas por  m2. Esto se logró con media máxima y mínima de 31ºC y 10 ºC, 
respectivamente y 482 mm de lluvia durante el ciclo del cultivo.

Palabras clave: materia seca, número de granos por hilera, relación olote-grano, modelo lineal, 
fenología.

ABSTRACT

Corn is a component of the diet in Mexico and several Latin American countries. The objectives of 
the study were to determine a) the effect of population density on biomass, yield and components per 
area and plant; b) the equations that define this relationship; c) characterize the crop based on climate 
1 Postgrado en Botánica. Campus Montecillo. Colegio de Postgraduados.
2 Instituto de Investigación Científica área de Ciencias Naturales. Universidad Autónoma de Guerrero. Chilpancingo Guerrero México.
jasee@colpos.mx escalante@yahoo.com    mx.aguilar.cid@colpos.mx 

elements. Sowing was on May 14, 2020, at a distance between bushes (DIP) of 25, 30, 35 and 45 cm, 
and population densities (DP) of 5, 4, 3 and 2 plants m-2. Days to phenological stages, plant height, 
grain size and number of grain rows were not affected by changes in DIP and DP. In contrast, with 
the reduction in DIP and increase in DP, biomass (BT), grain yield (RG), number of grains (NG) per 
plant, decrease per surface area increased. The model that defines this behavior was linear of the first 
degree, with a negative and positive slope in the case of plant and area, respectively. The NG per row 
increased with increasing DIP and lowering DP. The highest BT and RG per plant was achieved with 
the DIP of 45 cm and the DP of two plants per m2 and per area with planting at 25 cm and five plants 
per m2. This was achieved with maximum and minimum average temperatures of 31ºC and 10ºC, 
respectively, and 482 mm of rain during the crop cycle0

Keywords: dry matter, number of grains per row, cob-grain ratio, linear model, phenology.

INTRODUCCIÓN

El maíz junto con el frijol son componentes de la dieta alimenticia  de México y de  varios  países 
de América Latina. En México es común que los agricultores de pequeñas extensiones, siembran 
maíz nativo o criollo, en donde es frecuente el cultivar Azul. El color se debe a la presencia 
de antocianinas Salinas-Moreno et al., 2012). Además de la siembra en monocultivo, también 
se asociada con frijol trepador, Presenta menor cantidad de almidón e índice glucémico más 
bajo comparado con maíz de grano blanco, por lo que es más recomendable para los diabéticos. 
Además, es excelente fuente de aminoácidos esenciales, ácidos grasos, así como de vitamina A, 
vitamina E, fósforo, calcio y antioxidantes (Zilic et al., 2012) con propiedad anticancerígena 
(Liu, 2007). No obstante, la siembra del maíz azul y la producción es en menor escala, así como 
su consumo en relación al maíz de grano blanco; por lo que, dadas sus propiedades nutritivas, 
se debe fomentar su consumo para la población. También el estudio que genere conocimiento 
sobre el comportamiento del maíz ante las prácticas agrícolas ayudaría a mejorar la cantidad y 
calidad del rendimiento. Dentro de estas prácticas, la variabilidad de la distancia entre matas 
que genera diferentes densidades de población, es fundamental para lograr este objetivo. Algunos  
antecedentes al respecto, señalan que tres  plantas de maíz por mata con patrón de siembra de 
0.30 * 0.80, logran un  rendimiento de 508 g m-2 y de biomasa de 1662 g m-2, bajo régimen de 
lluvia con 412 mm de precipitación. (Rojas-Victoria et al. ,2017). Escalante-Estrada et al. (2020), 
mencionan que el maíz azul, sembrado en asociación con frijol en patrón de siembra de 0.30 * 
0.80, mostró una materia seca de tallo de 1682 g m-2. hojas de 864 g m-2

. olote de 174 g m-2 y 
en el grano (rendimiento) de 318 g m-2. También incremento el rendimiento de maíz se puede 
lograr reduciendo la distancia entre hileras como lo demostró Widdicombe y Thelen (2002). Sin 
embargo, la respuesta del cultivo y de la planta puede ser diferente al cambiar la distancia entre 
matas en el surco con el consecuente cambio en densidad de población. Por lo tanto, conocer esta 
respuesta y el uso de ecuaciones o modelos podría ayudar a generar estrategias para incrementar el 
rendimiento del maíz mediante el comportamiento de sus componentes inmediatos. La aplicación 
de ecuaciones y modelos matemáticos en la agricultura es herramienta importante que puede 
orientar la investigación, la gestión tecnológica y la toma de decisiones (Corrêa et al. 2011). 
Dentro de estos modelos,  el uso de la regresión lineal permitiría determinar el grado de influencia 
de los componentes en la producción de grano. Así se podría conocer cómo afecta el cambio de la 
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variable independiente en la variable respuesta (Gujarati, 2000). Sin embargo, estos estudios no 
son abundantes. Algunos antecedentes de Videla et al. (2014) reportan que el rendimiento de maíz 
blanco, presentó una respuesta que se ajusta a un polinomio de segundo grado, con un rango de 
densidades de 40 mil a 100 mil plantas por ha. El rendimiento más alto fue con  80 mil plantas por 
ha. Los objetivos del presente estudio fueron determinar: a) el efecto de la distancia entre matas y 
la densidad de población sobre la biomasa, rendimiento y componentes por superficie y planta; b) 
las ecuaciones que relacionan el rendimiento en grano, sus componentes inmediatos y la biomasa 
con la distancia entre matas y densidad de población; c) caracterizar el cultivo en relación a los 
elementos del clima.

MATERIALES Y MÉTODOS

Localidad y tipo de suelo

El estudio se realizó en Montecillo, municipio de Texcoco, estado de México, México. (19° 29´ 
N y 98° 53´ O y 2250 msnm) de clima templado (García, 2005) bajo condiciones de campo y 
régimen de lluvia. El suelo es arcillo-limoso, con pH 7.6, CE de 1.9 dS m-1, MO de 3.5% y 40 kg 
de N disponible ha-1. 

Siembra, tratamientos y diseño experimental

Los tratamientos consistieron en la siembra de maíz azul el 14 de mayo de 2020, a 25, 30, 35 y 45 
cm de distancia entre matas (una planta por mata, DIP), que generó densidades de población (DP) de 
5, 4, 3 y 2 plantas m-2, respectivamente. El diseño experimental fue bloques completos al azar con 
cuatro repeticiones.

Variables en estudio

Fenología

Se registró los días a ocurrencia a fecha de emergencia, inicio de floración y madurez fisiológica 
(MF).

A la madurez fisiológica

Se registró la acumulación de materia seca (AMS, g m-2) en tallo, lámina foliar, mazorca [ olote + 
grano] y la suma de estos o biomasa total por planta y m-2 (más adelante se referirá a la abreviatura 
con minúscula y mayúscula, respectivamente La altura de la planta (cm), y en 10 plantas de la 
parcela útil, el rendimiento (peso del grano al 10% de humedad. RG) y el número de granos a nivel 
de planta y m-2 en la mazorca; número de hileras, número de granos por hilera y el tamaño del 
grano (peso individual del grano, mediante el peso de 100 granos). También se calculó el porciento 
(%) que ocupa el grano y el olote en la mazorca, mediante el planteamiento: porciento del grano u 
olote = [AMS en el grano u olote / AMS mazorca] *100.

Análisis estadístico

Se aplicó un análisis de varianza (ANDEVA) y la prueba de comparación de medias de Tukey, un 
análisis de regresión a las variables en estudio mediante el paquete SAS 9.0 (SAS, 2003). 

Elementos del clima

Durante el desarrollo del cultivo se registró la temperatura máxima, mínima (ºC) y la precipitación 
pluvial (mm). 

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Fenología y elementos del clima

La emergencia del maíz azul fue a los 8 días después de la siembra (dds), la floración a los 72 y la 
MF a los 150 dds. En este estudio, la temperatura máxima y mínima durante la etapa vegetativa 
fue 34°C y 16°C y en la etapa reproductiva de 28°C y 5°C, respectivamente. La temperatura media 
diaria óptima para maíz es de 24-30°C, con un rango térmico de 15 a 35°C (Doorenbos y Kassam, 
1979). La precipitación estacional durante el desarrollo del cultivo fue de 482 mm, de la cual el 56 
% ocurrió en la etapa vegetativa y el 44 % en la etapa reproductiva.

Altura de la planta

El cambio de DIP no provocaron cambios significativos en la altura de planta (cm) La altura media 
fue de 200 cm,

Acumulación de materia seca en tallo, hoja, mazorca y total

En el cuadro 1 se observa qué debido a la mayor interferencia por espacio, agua, luz y nutrimentos, 
tanto la AMS en tallo, hoja, mazorca y el total (biomasa) por planta disminuyó conforme se 
redujo la DIP (aumento la DP). En  contraste, la AMS por m2 en estas  estructuras se incrementó. 
Dicha respuesta es posible porque en DP altas, cada planta con su sistema radical absorbe agua y 
nutrimentos para alimentar el vástago de menor tamaño, en contraste a las bajas DP en donde un 
solo sistema radical tiene que proveer a un mayor dosel generado por DP bajas o mayor DIP. Los 
valores más altos en estas estructuras y en la biomasa total a nivel de planta se encontró con la DIP 
de 45*45 (2 plantas m-2) y por m2 con la DIP de 25*25 (5 plantas m-.2). La biomasa encontrada en 
este estudio fue superior a la reportada por Escalante et al. (2020) con 831 g m-2 con una DP de 
4.16 plantas m.2 y 350 mm de lluvia; inferior a 1573 g m-2 a la reportada por Sánchez- Mendoza et 
al. (2017) bajo régimen de lluvia con riegos de auxilio y una DP de 6.25 plantas m-2. 
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Cuadro 1. Materia seca en tallo (pt, PT), hojas (ph, PH), mazorca (pm, PM) y biomasa total (bt, BT)  
por  planta (minúsculas) y m2 (mayúscula) del maíz Azul en función de la distancia entre matas y 

densidad de población. Datos por planta y m2. Montecillo, México. Verano 2020.

DIP (cm) DP plantas/m2 pt PT ph PH pm PM bt BT

25 5 158c 789 a 29 b 145a 75 d 375 a 262c 1309 a

30 4 145 c 582 b 31 b 123 b 89 c 358 b 265c 1063 b

35 3 190 b 571 b 57a 115bc 112 b 337 c 359b 1023 c

45 2 287a 575 b 52  a 105 c 161 a 323 c 500a 1003 c

Tukey 0.05 20 164 7 21 12 77 68 207

( Prob. F ** ** ** ** ** ** ** **

** Prob. F al 0.01;. En columnas valores con la misma letra son estadísticamente iguales. DIP = distancia entre matas; DP = densidad de 
población; AMS tallo (pt, PT); hoja (ph, PH); mazorca (pm, PM) y biomasa (bt, BT). Letras minúsculas y mayúsculas  datos por planta 
y m2, respectivamente.00

Rendimiento (AMS en grano) y sus componentes

El rendimiento y el número de granos mostraron un comportamiento semejante a sus estructuras 
como respuesta a los cambios en DIP y DP. El mayor rendimiento y numero de granos por planta 
se encontró en DIP de 45 * 45  (DP de 2 plantas por m2) con 70 g y 163 granos, respectivamente y 
por superficie con DIP de 25 * 25 (DP de 5plantas m-2) con 275 g y 642 granos, respectivamente. 
Un rendimiento similar para el cultivar Azul fue reportado por Escalante et al. (2020) en DP 
de 4.16 plantas m.2. Mientras que, Sánchez-Mendoza et al. (2017), reportan rendimiento de 501 
g m-2 en maíz Azul bajo condición no limitante de agua y 6.25 plantas m-2.  La reducción al 
aumentar la DIP y DP fue compensada y superada por un mayor número de plantas por m2, que 
en consecuencia generó un rendimiento y número de granos más alto (Cuadro 2). Tendencias 
semejantes fueron reportada en estudios previos por Escalante et al. (2021). El número de granos 
pro hilera se redujo al aumentar la DIP y la DP. No obstante el número de hileras por mazorca y 
el tamaño del grano no fueron afectados por estos cambios. En promedio fueron de 14 y 0.428n g 
por grano, respectivamente. Esto indica que ante los cambios en DIP y DP, el número de granos 
por hilera es el de mayor  influencia en número de granos  por mazorca y en el rendimiento. Esto 
sugiere qué para buscar rendimiento más alto en maíz azul, hay que incrementar el número de 
granos por hilera.

Cuadro 2. Rendimiento en grano por planta (rg) y  m2 (RG) ,número de granos por planta (ng) y por  
m2  (NG) y número de granos por hilera (GH) en maíz azul en función de la distancia entre matas y 

densidad de población. Datos por planta y m2 Montecillo, México. Verano 2020.

DIP (cm) DP plantas/m2 rg RG ng NG GH

25 5 55c 275 a 128 c 642 a 8 c

30 4 57c 228 b 133 c 533 b 9 c

35 3 6250b 180  c 140 b 420 c 10 bc

45 2 70a 140 c 163  a 327 d 12 a

Tukey 0.05 4 55 6 70 1

Prob. F ** ** ** ** **

** Prob. F al 0.01;. En columnas valores con la misma letra son estadísticamente iguales. DIP = distancia entre matas; DP = densidad de 
población.

Acumulación y distribución (%) de materia seca en olote y grano

Las DIP 45*45  (DP 2 plantas m.2) presentaron mayor peso en olote y grano en cada planta, el cual 
se redujo al reducir la DIP hasta 25*25 (DP de 5 plantas m-2). La DIP amplias (45*45, DP 2 plantas 
m-2) favorece una mayor proporción de grano en la mazorca (57%). En contraste,  en la DIP de 25*25 
(DP 5 plantas m.2), esta es más baja (27%). También esto indica que el porciento de AMS en el olote 
es mayor en DIP bajas y se reduce conforme aumenta la DIP (Cuadro 3). Escalante et al. (2020) 
reportan que con la DP de 4,16 plantas m-2 (80*30 cm), el grano representó el 88 % y el olote el 12%. 
Posiblemente, la mayor cantidad de lluvia en la etapa reproductiva en comparación a este estudio, 
ocasionó un mayor crecimiento del grano en la mazorca. Los datos del olote son de importancia por 
su valor comercial.

Cuadro 3. Peso del olote (PO, g), del grano (PG. g) y de la mazorca (PM, g) en maíz azul en función de 
la distancia entre matas y densidad de población. Datos por planta. Montecillo, México. Verano 2020.

DIP (cm) DP plantas/m2 PG % PO % PM

25 5 55d 73 20 c 27 75 d

30 4 57 cd 64 32 c 36 89 c

35 3 60 b 53 52 b 47 112 b

45 2 70 a 53 61 a 47 131 a

Tukey 0.05 3 4 12

Prob. F ** ** **

** Prob. F al 0.01;. En columnas valores con la misma letra son estadísticamente iguales. DIP = distancia entre matas; DP = densidad de 
población.
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Ecuaciones que explican la tasa de cambio de biomasa, rendimiento en función de la distancia 
entre plantas y densidad de población.

Por lo general, tanto a nivel de planta y por superficie, la respuesta de la biomasa, el rendimiento 
y sus componentes a los cambios en  DP (se utilizó la DP para mejor descripción  de los modelos 
respuesta) se ajustó a un polinomio de primer grado, siendo con pendiente negativa  cuando las 
variables se evaluaron a nivel de planta y positiva cuando fue por superficie (Cuadro 4). Esto difiere 
a lo reportado por Videla et al. (2014), quién encontró una relación qué se ajustó a un polinomio de 
segundo grado al utilizar un rango de poblaciones más amplio (40 mil a 100 mil plantas ha-1; 4 a 10 
plantas m-2). Pero coincide con la fase lineal de dicha respuesta, lo que indica que podría lograrse un 
mayor rendimiento del maíz Azul al aumentar la DP.

Cuadro 4.- Ecuaciones de respuesta de la biomasa, rendimiento y sus componentes por planta y m-2 en 
función de cambios en densidad de población en maíz  Azul. Montecillo México. Verano 2020.

DP Por planta Por m2

Rendimiento rg  = 77 - 5  DP  
R² = 0.87

RG = 47 +  45 DP  
R² = 0.99

Biomasa
bt =  506  - 52  DP  

R² = 0.90
BT  =  565  +142  DP  

R² = 0.93

Número de granos
ng  =  180 -11 DP  

R² = 0.87
NG =  110 +106 DP 

R² = 0.99

Número de granos por hilera
GH  = 14 -1.3 DP  

R² = 0.96

En todos los casos la probabilidad de F fue al 0.01 **; DP = densidad de población; rg, RG = rendimiento en grano; bt, BT = biomasa; 
ng,  NG = número de granos. La minúscula en el caso de planta y la mayúscula en caso de superficie;  GH = granos por hilera.

CONCLUSIONES

Los días a etapas fenológicas, la altura de la planta y el tamaño del grano no fueron afectados por los 
cambios de distancia entre matas y la densidad de población. En contraste, si afectan la biomasa, su 
acumulación y distribución en los órganos de la planta, el rendimiento en granos y sus componentes. 

	 Con la reducción en la distancia entre matas y aumento en la densidad de población, se 
redujo la biomasa, rendimiento en grano, número de granos por planta. En contraste, a nivel de 
superficie estas variables se incrementaron. 

	 El modelo de este comportamiento respondió a una ecuación lineal de primer grado, con 
pendiente negativa en el caso de los datos por planta y positiva en el caso de la superficie. 

	 El número de granos por hilera se incrementó al aumentar la distancia entre plantas y bajar 
la densidad de población. 

	 La biomasa y rendimiento en grano por planta más alto se logró con la distancia entre matas 
de 45 cm y la densidad de dos plantas por m2 y por superficie con la siembra a distancia a  25 cm y 
cinco plantas por  m2. Este comportamiento se logró con una temperatura media máxima y mínima 
de 31ºC y 10 ºC, respectivamente y 482 mm de lluvia durante el ciclo del cultivo.
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Capítulo VII

Abraham Rojano Aguilar1, Luis Miranda Trujillo2, Raquel Salazar Moreno1, 
Violeta Bravo Sepulveda2 y Hainner Hernán Salamanca Aparicio2

MECÁNICA DE UNA FOGATA DE LEÑA

RESUMEN

Las fogatas han sido a lo largo de la historia parte de la vida misma de las civilizaciones. Su origen 
es descrito acudiendo a los acervos bibliográficos y su uso es parcialmente enumerado en algunas 
aplicaciones de la física, química y biología y finalmente, su medición y registro son el objetivo 
fundamental de este trabajo. La idea es complementar la experiencia cotidiana del campo con la 
historia, la ciencia, y las formas de registrar la mecánica de una fogata, midiendo las temperaturas en 
diferentes condiciones cerca de la flama por medio de termopares con medios de conducción de calor 
y aplicando la ley de Fourier y por medios radiactivos usando Stefan- Boltzmann. Dichos escenarios 
contemplan el uso de una mezcla de leña seca de eucalipto y encino con termopares posicionados en 
la flama, dentro de una fibra de metal, dentro de un chayote, dentro de una papa y con registros de 
una cámara Flir. 

Palabras clave:  Ley de Fourier, Ley de Stefan Boltzmann, Temperatura, Calor. 

ABSTRACT

Throughout history, campfires have been part of the life of civilizations. Its origin is described by 
going to the bibliographic collections, its use is partially enumerated in some applications of physics, 
chemistry and biology and finally its measurement and registration is the fundamental objective of 
this work. The idea is to complement the daily experience of the field with the history, science, and 
ways of recording the mechanics of a campfire by measuring temperatures in different conditions 

1 Universidad Autónoma Chapingo. Km 38.5. Carr. Mex Tex. Chapingo Mex. 56230. Correo: abrojano@hotmail.com
2 Hochschule für Nachhaltige Entwicklung Eberswalde (HNEE) Alfred-Möller-Str. 1 16225 Eberswalde, Germany
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near the flame by means of thermocouples with conduction heat and applying Fourier’s law and by 
radiative means using Stefan-Boltzmann. These scenarios contemplate the use of dry eucalyptus 
firewood with thermocouples positioned in the flame, inside of metal fiber, inside of chayote and 
inside of potato with recording from a Flir camera.

Keywords: Fourier’s Law, Stefan Boltzmann’s Law, Temperature, Heat.

INTRODUCCIÓN

De acuerdo a la experiencia de los autores acercarse a una fogata con un espíritu observacional para 
describir, explicar, y entender la temperatura de una flama sujeta al aire libre significa no solo sentirla 
y vivirla, sino que también medirla y entenderla. Al observar una fogata al aire libre vemos que las 
flamas no son iguales ni en duración, tamaño, ni color, y dependen del tipo de leña. Dicha diversidad 
de las flamas, han hecho que la poesía y la narrativa artística hayan dado lugar y seguirán dando 
frutos románticos, como un ejercicio artístico, para acrecentar el lenguaje metafórico. 

	 Alrededor de las fogatas, se han construido imperios y planeado la destrucción de otros. Sus 
usos y aplicaciones se describen en numerosas historias donde el fuego es uno de los principales 
componentes de la civilización desde el principio al fin como alfa y omega. Primero robado por 
Prometeo desde los mismísimos montes del parnaso, hasta el final apocalíptico de las religiones 
cristianas. Al igual, en la filosofía mesoamericana el tlacuache sustrajo el fuego, quemándose 
la cola en su atrevida tarea y algo más plausible o razonable es que las fogatas sirvieron para el 
descubrimiento del maíz en la cuenca del Balsas en forma de “palomitas”.

	 Así la descripción y opinión de la naturaleza del fuego puede cambiar desde antes de haber 
incluido la tierra a la trilogía natural de tierra, agua y aire, como se describe en el psicoanálisis del fuego, 

“Biaise de Vigenére, en su tratado del fuego y de la sal escribió, comentando al Zohar: Hay 
dos fuegos; uno, más fuerte, devora al otro. Quien lo quiera conocer, que observe la llama 
cuando parte y sube desde un fuego encendido o una lámpara o antorcha, ya que ésta sólo 
asciende si se une a una sustancia corruptible y se mezcla con el aire. Pero sobre esta llama 
que sube, hay dos llamas; una blanca que brilla e ilumina, cuya raíz azulada está en su 
cúspide; la otra, roja, unida a la madera y al pabilo que arde. La blanca sube directamente 
hacia lo alto, y debajo, permanece firme la roja, sin separarse de la materia, permitiendo que 
la otra flamee y brille” (Bachelard, G;1964)”

“Pero para un “pensador” de llama como fue Vigénère, los hechos deben ofrecer un horizonte 
de valor. El valor por conquistar es, en este caso, la luz. La luz es entonces una sobrevaloración 
del fuego. Es una sobrevaloración, puesto que da sentido y valor a los hechos que nosotros 
consideramos hasta ahora como insignificantes. La iluminación es realmente una conquista. 
Vigenére nos hace sentir cuánto sufre la llama impura para llegar a ser llama blanca, para 
alcanzar el dominio de la blancura. Esta llama blanca es siempre la misma, no cambia ni 
varía como la otra, que a veces se ennegrece y a veces se hace roja, amarilla, verde, azulada. 
(Bachelard, G;1964)”

	 La experiencia y convivencia de la humanidad con el fuego se reproduce en diferentes 
escalas del tiempo y espacio, miles de años de una sociedad o reinos caben en la escala cronológica 
de un individuo. Por ejemplo, desde niño, jugar con fuego ha sido una experiencia inolvidable y con 
frecuencia dolorosa por los múltiples accidentes. Como olvidar los juegos vespertinos con el apoyo 
de un tizón para hacer figuras imaginarias como un lápiz o espada incandescente que nada le pide a 
las armas del último Jedi, o el rojo escondido en los carbones y las cenizas de los cigarros; como no 
recordar las gotas de plástico ardiente cuyo sonido chillante todavía resultan familiares en los oídos. 
Como borrar de la memoria las fiestas infantiles con sus diferentes tipos de velas y las llamas de 
los cerillos marca La Central con su rápido encendido por medio de una fricción en el costado de la 
caja o el comportamiento del periódico y su humo inconfundible capaz de producir incomodidad, 
estornudos y lagrimeo. Más tarde en la adolescencia, una película de Fahrenheit 451, (232 oC), 
muestra una faceta política radical de la quema de libros con dichas temperaturas, así como el vaquero 
encendiendo un cigarro rayando la pared con un cerillo o fósforo y luego ajustarse el sombrero. 
Numerosos ejemplos adicionales podemos mencionar  en el revoloteo de los insectos alrededor de 
una flama, los incendios de los bosques, la erupción de los volcanes como el Popocatépetl, incendios 
urbanos accidentales y en protestas o actos terroristas. 

	 Más aun, como olvidar aquella plática de un investigador conspicuo del Instituto de 
California en un ciclo de conferencias del tecnológico de Cholula dirigido en aquellos tiempos por 
el ingeniero Tlapaya. Dicho científico, después de encender una vela empezó su larga disertación 
describiendo los detalles de la flama cuyos colores sempiternos parecían moverse al compás de sus 
elocuentes palabras. Los colores de la flama tradicionales como rojo, amarillo, naranja, azul y blanco 
parecían coincidir con las teorías del insigne investigador y lejanas a las explicaciones de Vigenére. 
La descomposición de colores sigue siendo un tema recurrente con varias aplicaciones modernas 
donde dicho profesional al final remató con una única diapositiva mostrando el complicado modelo 
matemático de von Karman en coordenadas cartesianas. 

	 Sin duda, recordar es vivir, y después de varios años, con la ayuda de Google en una simple 
búsqueda, dicho científico que nos ilustró con algo de la teoría de la combustión era Amable Liñán 
(nieto intelectual de von Karman y premiado con el galardón Príncipe de Asturias), y sin haberlo 
mencionado, seguramente dicha actitud se refería a los ejercicios que hacia Michael Faraday en sus 
memorables pláticas navideñas de nutrida asistencia con la descripción de la flama de una vela. En 
principio, el modelo de Karman impacta mucho por invocar como paso intermedio insoslayable 
resolver unas de las ecuaciones más complicadas que son las de Navier Stokes. Luego la profundidad 
filosófica ha llevado a recorrer los complementos inconmensurables e ingeniosos experimentos, 
reflexiones y descripciones al respecto, tales como de Asimov, Faraday, Lavoisier, Berthelot, 
Priestley, Le Chatelier, Stahl y Cavendish. 

	 Regresando a nuestro caso particular, ahora la realidad nos da un nuevo reto al proponer 
medir temperaturas más allá de la ebullición normal del agua a diferentes altitudes, atisbando en 
los miles de grados K. Los dispositivos de medición ya no son los termómetros de vidrio, ahora 
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recurrimos a termopares que utilizan las leyes de conducción de Fourier y cámaras infrarrojas que 
registran la energía radiactiva con las leyes de Stefan Boltzmann. Sin embargo, existen escenarios 
más complicados como las fundiciones industriales donde las temperaturas están arriba de los 1000 
oC; o, el centro de la tierra y las mismas estrellas. 

MATERIALES Y MÉTODOS

Cronológicamente, hasta Galileo, la naturaleza del fuego estaba ligada con los dioses y prejuicios, y 
solo con este experimentalista, se empezó con la idea de medir uno de sus componentes y la variable 
más fácil: la temperatura. Después vinieron investigadores entre otros, como Celsius, Fahrenheit y 
Kelvin a mejorar o refinar el sistema de medición de las temperaturas desde diferentes perspectivas 
hasta llegar a posicionar las bases de la termodinámica y del cero absoluto.    

	 Físicamente, el fuego no solo puede crecer y propagarse, también puede generarse o desaparecer 
(no es necesario robarlo) y es una de las tareas habituales de los boy scouts en sus aventuras; de él 
sólo es requerido conocer los principios básicos y de equivalencia de trabajo y energía. La fricción 
es el mecanismo elemental que todos conocemos para cambiar la temperatura y elevarla hasta algún 
punto de ignición. La mecánica es sencilla, para aumentar la fricción es necesaria aumentar la fuerza 
de presión, o disminuir el área de contacto de dos superficies, por lo que los artefactos en forma de 
cuña, o cono son buenos candidatos, pero también podemos usar una lupa, si es un día soleado.  

	 Químicamente, el fuego está hecho de elementos donde el oxígeno juega un papel importante, 
y motivo de las teorías extraordinarias del flogisto. La combustión de los materiales y la pérdida de 
peso enredaba mucho las explicaciones con algunos experimentos que implicaban flogistos negativos 
hasta que la medición cuidadosa en sistemas cerrados de Lavoisier estableció la conservación de la 
masa y la energía, convirtiéndose en padre de la química moderna (Asimov, I; 20033).  

	 De acuerdo a los balances estequiométricos actuales, se puede empezar con la siguiente 
expresión, donde el componente de agua fue descubierto por Cavendish 

	 Pero como la flama al aire libre está expuesta a la presencia de nitrógeno, entonces podemos 
generar una expresión más completa dependiendo de los elementos que podamos ir agregando en 
términos de carbono, hidrogeno, azufre, y resto de cenizas; por ejemplo, 

	 Observaciones más profundas han hecho que cada componente en ignición tenga sus 
propios colores de flama que se desarrollen nuevas disciplinas como la termografía, flamometría, 

y espectroscopía. Los colores de las flamas determinan no solo la magnitud de la temperatura sino 
el tipo de componente en combustión; pues biológicamente, el fuego juega un papel determinante 
en la separación de las sustancias que se queman y las que no, generándose una idea de vitalismo 
y una división entre lo vivo y no vivo, ya que los restos biológicos como la madera, la grasa o los 
aceites son flamables, y el agua, la tierra y los minerales son lo contrario. Específicamente, dentro de 
la ecología, la naturaleza de los componentes vivos determina el riesgo de la ignición y propagación 
del fuego, pero la humedad, y la tierra actúan en el sentido contrario. 

	 El inicio de un incendio puede ser con alguna chispa generada por fricción, una lupa, o un 
rayo, pero las condiciones del ambiente determinan la magnitud y velocidad de propagación de dicho 
fenómeno. La vida silvestre se adapta dinámicamente a los vaivenes de las condiciones climáticas; 
tomando cada especie diferentes actitudes como son la resiliencia y la propagación por semillas. El 
fuego puede acabar temporalmente con algunas plantas, pero en general los ecosistemas mantienen 
su equilibrio dentro de los ciclos naturales de la vida. Sin embargo, la leña se usa en forma cotidiana 
para varias actividades domésticas de la cocina y algunas actividades complementarias hechas en 
hornos, como son el pan, la barbacoa, y el mezcal4.

	 Matemáticamente, en la actualidad el fuego es caracterizado en su forma general de 
la ecuación del calor por medio de la temperatura como variable primaria y sus derivadas que 
constituyen el flujo, 

Donde 

T es la temperatura (K)

V es la velocidad (LT-1)

k es el coeficiente de conducción(L2T-1).

	 El primer término corresponde a la derivada material, el segundo es la advección y el 
tercero es la difusividad. Dicha expresión que describe la temperatura en forma espacial y temporal 
independiente del dominio, pero en función de la velocidad, es la densidad y c la capacidad 
calorífica. Las ecuaciones antes mencionadas son válidas para cualquier dominio, pero no pueden 
resolverse ni analíticamente ni numéricamente, pero cuando se anexan las condiciones de frontera 
apropiada pueden encontrarse las soluciones numéricas y con un poco de suerte, mucho trabajo o con 
ingeniosas simplificaciones, algunas soluciones analíticas.

	 Si la velocidad es variable en espacio y tiempo, esto genera un componente de advección y 
entonces la solución de la ecuación del calor toma una complejidad difícil de resolver como en Storey 

3 http://www.cetis7.edu.mx/ACADEMIAS/QUIMICA/Isaac_asimov Breve_Historia_de_la_Quimica.pdf 4 https://startwoodworkingnow.com/how-hot-does-wood-burn/
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(2018), pero otros numerosos casos específicos son tratados en Lindon (1941). Afortunadamente para 
muchos problemas prácticos pueden ser consideradas varias hipótesis y su modelación y solución llevarse 
a cabo con el advenimiento de procesos computacionales más elaborados. 

	 En suma, las temperaturas tradicionalmente manejadas en el cuerpo humano son entre 36 y 40 oC, 
el ambiente para la agricultura entre -10 y 50 oC. La congelación y ebullición del agua entre 0 y 100 oC, 
respectivamente. Cabe observar que Celsius definió los limites en forma inversa y luego fue corregida por 
Christin y Linneo, tal como conocemos la escala actual. La exploración de los límites de los valores de la 
temperatura en la naturaleza. Gay Lussac observó en los gases que una fracción de volumen del orden de 
1/270, y finalmente refinado a 1/273 para llegar a establecer el cero absoluto, sin embargo, para el otro lado 
de la escala las temperaturas estimadas en la naturaleza de las estrellas son hasta de millones de grados.  

	 Temperaturas mayores solo las advertimos cuando tratamos con procesos de destilación, 
liofilización, fritangas y ollas expreses, donde se elucubran rangos de 200 a 1000 oC al igual como 
ocurre en la fogata y que con los recursos actuales de medición y cálculo alcanzamos a registrar y 
comparar con la realidad. En este trabajo se trata de una fogata en plena actividad, y el mecanismo 
de llegar a la ignición por medio de un cerillo tiene un reto de transformación de energía mecánica en 
energía calorífica por medio de la fricción, donde el fosforo enciende a 70 oC y luego la leña empieza 
a llegar al punto de ignición como a 200 oC. 

RESULTADOS

La temperatura anual ambiental en México, varia de 45 oC a 0 oC y generalmente la capacidad 
calorífica para una leña estándar es 15 MJ/kg, variando, aunque venga del mismo árbol, su densidad, 
contenido de agua, y con un rango promedio que varía entre 10 y 21 MJ/kg y los puntos de ignición 
en más de 200 oC con una exposición mayor a un minuto. 

Figura 1. El lado superior izquierdo corresponde a brasas, y llamas. El lado superior derecho 
corresponde a los lectores de termopares con capacidades menores a 1200 oC. El lado inferior 

izquierdo presenta una termografía con la temperatura especifica en el centro de la mirilla de la 
ventana de la cámara flir2. El lado inferior derecho presenta la temperatura como función del tiempo 
para cuatro diferentes posiciones, siendo 704 oC la máxima observada. Flama(rojo), cubierta de fibra 

de acero(amarillo), chayote(azul) y papa(negro). 

 
CONCLUSIONES

Es factible con mediciones apropiadas encontrar la distribución temporal y espacial de temperaturas 
en una fogata y con ellas alimentar modelos computacionales no solo para complementar y visualizar 
dicha variable, sino escalar sino también la posibilidad de construir los campos de flujo de calor y 
conocer los rangos y límites de las temperaturas donde trabajamos. Para los autores es una enorme 
sorpresa encontrar que la dinámica de la temperatura de la flama de leña sigue los patrones generales 
aun con las limitaciones de los dispositivos usados. Los termopares nos permiten construir funciones 
de la temperatura como función del tiempo en los diferentes puntos de interés como fueron la llama, 
la fibra, el chayote y la papa. La cámara flir nos permite construir campos espaciales de temperatura 
dando el valor en el centro de interés, y en algunos artefactos el desarrollo de la temperatura en 
alguna sección definida.  

	 Hasta las concepciones actuales donde se ha matematizado la experiencia, es que 
recientemente las distribuciones espacio temporales de las variables de temperatura son usadas con 
los modelos de Kolmogorov y sus soluciones con modelos coherentes de flama (CFM), funciones de 
probabilidad para los diferentes componentes de la flama y modelos de simulación numérica directa 
para el modelo más complicado(DNS).
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Capítulo VIII

Daniel Sepúlveda Jiménez1, Jesús Loera Martínez2 
y Daniel Eduardo Sepúlveda Robles3

DINÁMICA COMPLEJA DE MODELOS 
ECONÓMICOS NO LINEALES PARA TRES 

EMPRESAS INTERACTUANTES

RESUMEN

En este trabajo se analizaron dos modelos de tripolio de Cournot. El primero propuesto por Junhai Ma 
y Xiaosong Pu. Y el segundo modelo analizado es el de K. Alnowibet y colaboradores. Se construyeron 
las gráficas para las trayectorias, los diagramas de bifurcación y las gráficas paramétricas para otros 
valores de los parámetros, diferentes a los propuestos en el trabajo original. Se muestra, efectivamente 
que  en ambos modelos se tiene una dinámica caótica para algunos valores de los parámetros. 

	 Se muestran algunas diferencias importantes entre los dos modelos analizados, el modelo 
de Junhai y Xiaosong propone una función de costo total cúbica mientras que en el modelo de 
Alnowibet y colaboradores la función de costo es lineal. La función de demanda inversa en el primer 
modelo es cuadrática y Alnowibet propone una función de demanda inversa logarítmica. Ambos 
modelos tienen diferencias importantes en referencia a sus decisiones, en el modelo de Alnowibet 
y colaboradores, todas las empresas maximizan su beneficio, mientras que en el modelo de Junhai 
Ma y Xiaosong Pu, la primera empresa adopta expectativas ingenuas, la segunda tiene expectativas 
adaptativas y la tercera empresa maximiza su beneficio. 

Palabras clave: Caos, tripolios, equilibrio de Nash, dinámica compleja, bifurcación.

ABSTRACT

In this work, two models of Cournot tripoly were analyzed. The first proposed by Junhai Ma and 
Xiaosong Pu. And the second model analyzed is that of K. Alnowibet et al. The graphs for the 

1 Centro de Investigación en Economía y Matemáticas Aplicadas de la UACh. sepjim700@yahoo.com.mx; 
2 Universidad Autónoma de Chapingo, División de Ciencias Economico-Administrativas. 
3 Colegio de bachilleres del Estado de México, hbky2d@yahoo.com.mx

	 Finalmente, la idea de medir con las herramientas actuales disponibles, no es quitarle el 
sentido tradicional de observar y entender el fuego, sino el de encontrar una explicación cuantitativa, 
lógica, coherente y complementaria de la mecánica del fuego sin miedo de entrar en contradicción 
con algunas creencias, empezando con fenómenos cotidianos a los que hemos estado regularmente 
expuestos, pero también sin llegar a los conceptos modernos de las chimeneas donde las fogatas son 
de gas o eléctricas  y las flamas artificiales como un juego de luces.  
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trajectories, the bifurcation diagrams and the parametric graphs for other values ​​of the parameters, 
different from those proposed in the original work, were constructed. It is shown that indeed in both 
models there is a chaotic dynamic for some values ​​of the parameters.

	 Some important differences between the two analyzed models are shown; the Junhai and 
Xiaosong model proposes a cubic total cost function while in the Alnowibet et al. model the cost 
function is linear. The inverse demand function in the first model is quadratic and Alnowibet proposes 
a logarithmic inverse demand function. Both models have important differences in reference to their 
decisions, in the Alnowibet et al. model, all companies maximize their profit, while in the Junhai 
Ma and Xiaosong Pu model, the first company adopts naive expectations, the second has adaptive 
expectations and the third firm maximizes its profit.

INTRODUCCIÓN	

Los modelos matemáticos que describen  la dinámica de la competencia de tres o más  empresas en 
microeconomía han recibido mucha atención de investigadores por sus características importantes 
en el análisis de patrones de competencia y control de mercado. Estos modelos matemáticos  de 
oligopolio, son ahora  ampliamente utilizados por diferentes sectores de matemáticos y economistas 
con la finalidad de extraer más información y comprensión de la estructura del mercado. En las últimas 
tres décadas, se han llevado a cabo investigaciones para  discutir tal competencia entre empresas 
dentro del mercado. La convergencia al equilibrio es un objetivo importante en estos modelos y 
en la práctica se busca en los modelos usados en la microeconomía, además de las relaciones e 
interacciones que puede haber entre empresas competidoras.

	 El manejo de modelos de duopolios y tripolios no lineales usando simulaciones numéricas 
ha llevado a establecer algunas características importantes en la estructura del mercado como son 
los puntos de equilibrio y la aparición de caos. El modelo clásico de los oligopolios fue propuesto 
por el matemático francés Cournot (Cournot, 1963). Recientemente, se ha analizado la dinámica 
del modelo de oligopolio, Puu  (Puu, 1996) estudió el proceso de ajuste por tres oligopolistas de 
Cournot basado en una función de demanda isoelástica y costos marginales constantes, Ma y Ji [Ma 
y Ji, 2009] establecieron un modelo en el mercado de la electricidad, en el modelo la función de 
demanda inversa y las funciones de costo son todas no lineales, y las tres empresas toman las mismas 
estrategias de expectativa, es decir, la racionalidad es acotada. Chen F y col. (Chen y col, 2009), 
analizaron el proceso dinámico del triopolio en el mercado chino de telecomunicaciones basados ​​en 
un modelo de Bertrand con racionalidad limitada. Elabbasy y col. [Elabbasy y col, 2009] estudiaron 
un modelo de triopolio con jugadores heterogéneos que poseen función de demanda lineal y función 
de costo total parabólica. Furth (Furth, 1986), investigó la inestabilidad y estabilidad en oligopolios.

	 En este trabajo se analizan dos modelos matemáticos de tres empresas en interacción, el 
primero es el modelo de tripolio de Junhai Ma y Xiaosong Pu (Junhai Ma y col, 2011) y el segundo 
es el que proponen K. Alnowibet y colaboradores (K. Alnowibet y col, 20179). En el primer modelo 
se supone una  función de demanda inversa cuadrática y la función de costo total cúbico, se establece 

un mercado con tres oligopolistas basándose en trabajos de investigación previos. Se considera una 
estrategia diferente para calcular la salida de cada empresa,  se supone que la primera empresa adopta 
expectativas ingenuas, la segunda empresa tiene expectativas adaptativas, mientras que la tercera 
empresa representa un jugador racional limitado. 

	 En el modelo de tripolio de K. Alnowibet y colaboradores se estudia el efecto de la función 
de demanda logarítmicamente cóncava en un triopolio. Se investiga la dinámica de triopolio de 
racionalidad limitada para cada una de las empresas y se analiza la estabilidad  del modelo para detectar 
las regiones donde se puede detectar el caos. El control del caos se logra introduciendo una variable 
nueva en un esquema de  retroalimentación de variables de estado actual y variación de parámetros.  

MATERIALES Y MÉTODOS

En este trabajo se analiza la dinámica  para dos modelos económicos de tres empresas en interacción 
con tiempo discreto. El primer modelo analizado es el  de un tripolio propuesto por Junhai Ma y 
Xiaosong Pu, en este modelo matemático se supone una  función de demanda inversa cuadrática y la 
función de costo total cúbico, en este modelo se tienen doce puntos fijos que no se pueden obtener 
analíticamente, cuatro de ellos carecen de significado al ser números complejos, las ecuaciones que 
gobiernan el modelo son tres ecuaciones en diferencias  no lineales en tiempo discreto para el precio 
y la cantidad, se considera una estrategia diferente para calcular la salida de cada empresa. En este 
trabajo se presenta brevemente el modelo y se encuentra la solución numérica para la dinámica 
del modelo para algunos valores de los parámetros involucrados. Se elaboran las gráficas para las 
trayectorias, se muestra la representación bidimensional del atractor extraño y los diagramas de 
bifurcación, estas gráficas muestran una dinámica compleja del sistema analizado.

	 A continuación, se analiza un segundo modelo de tripolio de K. Alnowibet y colaboradores 
con el cual es posible modelar tres empresas en competencia, la función de demanda que se incorpora 
es logarítmica cóncava mientras que la función de costo es lineal, además, en este modelo cada 
empresa maximiza su utilidad, en este modelo se obtienen siete puntos fijos de manera analítica.  
Se muestran las ecuaciones en diferencias que gobiernan el sistema, se elaboran las gráficas de las 
trayectorias para algunos valores de los parámetros del sistema y se muestra la representación gráfica 
del atractor extraño, también se elaboran los diagramas de bifurcación, estos permiten determinar 
la naturaleza caótica del sistema analizado, finalmente se discuten brevemente los resultados y las 
conclusiones respectivas.

Modelo de tripolio de Junhai Ma y Xiaosong Pu., [2011].

Considérense tres empresas en competencia en un mercado común, donde qi denota la cantidad 
ofrecida por la empresa i, i= 1, 2, 3. Las empresas ofrecen bienes en períodos de tiempo discretos t= 
0, 1, 2. Supóngase que la producción de la empresa i es qi al tiempo t. En un período t, cada empresa 
debe formarse una expectativa de la producción del rival en el siguiente período de tiempo con el fin 
de determinar la correspondiente maximización de beneficios, en el periodo t+1. La salida total es:   
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                                                        (1)

Y la función de demanda inversa es [16]:

                                                          (2)

Para la curva de costo total se propone:

                                         (3)

La derivada de la función de costo es:

                                          (4)

Y el discriminante es:

                                   (5)

	 Se puede mostrar que cuando , , el punto de inflexión  
cae en el primer cuadrante, también si  y  fijan un costo positivo y entonces la función 
cúbica es una función adecuada para microeconomía. El beneficio de la firma i en el periodo t está 
dada por: 

                     (6)

	 Cuando las empresas compiten ellas  toman la decisión de producción óptima para obtener 
el máximo beneficio. Para esto es conveniente calcular la diferenciación parcial de la ganancia e 
igualarla a 0, así que: 

        (7)

	 Con base en la ecuación (7), podemos encontrar la función de respuesta de la empresa i para 
sus competidores de un cierto período en el mercado del tripolio.

				  
	                                                  (8)

	 Las ecuaciones (8) expresan la producción óptima de una empresa a partir de las producciones 
dadas de las otras dos empresas en un tiempo fijo obteniendo el beneficio máximo. En estas ecuaciones 
M, N y T están dadas por:

                              (9)

La primera empresa adopta expectativas ingenuas, es decir,

                                                                   (10)

La segunda empresa tiene expectativas adaptativas, es decir,

                                                (11)

Donde α es el parámetro de retroalimentación. La tercera empresa representa un jugador racionalmente 
acotado, es decir,

                                                    (12)

Donde β es el parámetro de modificación de la velocidad de salida. Por lo tanto, el juego de tripolio 
dinámico en este caso se forma de acuerdo con las ecuaciones (2.10, 2.12). Por lo tanto, el sistema 
dinámico con diferentes expectativas se describe por las siguientes ecuaciones:

		   
		

		

	              	 (13)

Modelo de tripolio de K. Alnowibet y colaboradores, [2017].

En este trabajo se  maneja un modelo de un mercado económico cuya competencia es entre tres 
empresas. Donde el precio y la cantidad están dados por pi y qi, respectivamente,

con i=1, 2, 3. Suponemos que las empresas adoptan la siguiente función de demanda inversa [19].

                                    (14)

Donde    es la oferta total en el mercado proporcionada por las tres empresas. La función 
de demanda directa de la ecuación (14) es exponencial, . Es fácil comprobar que es 
una función log-cóncavo en el precio. Una función es blog-cóncavo si y solo si sus logaritmos son 
cóncavos. Muchas funciones de demanda estándar son log cóncavas, incluyendo aquellos que son 
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estrictamente cóncavos tales como funciones lineales y exponenciales. El costo de la empresa i la 
función es lineal y está descrita por:

                                                       (15)

Donde el parámetro positivo ci, i=1, 2, 3 es el costo marginal. La utilidad de la empresa i en cada 
periodo puede ser escrito de la siguiente manera:

         (16)

En el juego del tripolio, cada empresa quiere maximizar su beneficio, entonces, el beneficio marginal 
de la empresa i, i=1, 2, 3 está dada por:

                            (17)

Entonces, para obtener el máximo beneficio, cada empresa lleva a cabo la toma de decisiones de 
salida. En este trabajo, se  considera que tres empresas están acotadas racionalmente a ajustar su 
salida de la producción que depende de una estimación local de la ganancia marginal   
por tanto, ante este tipo de formación de expectativas, el sistema tridimensional que caracteriza la 
dinámica del juego tripolio propuesto toma la forma:

                      (18)

Donde los parámetros   representan las tasas de ajuste.

Estabilidad de los estados estacionarios del modelo

En esta sección se calculan los puntos de estado estacionario del conjunto de ecuaciones (18), y se 
estudia la estabilidad asintótica de los mismos. Desde una perspectiva económica, sólo nos interesa 
en el estudio de las propiedades de estabilidad local de los  estados estacionarios que se determinan 
ajustando  ,

 ,    .

                                       (19)

Se pueden obtener los siguientes siete estados estacionarios de sistema dinámico gobernado por las 
ecuaciones (19), estos son:

Dónde:

 

	 Los estados estacionarios  ,  se llaman estados estacionarios límite, y el último que 
es   es el único estado estacionario interior de Cournot-Nash. Se observa que  los estados estacionarios  

 siempre existen pero,   existe solo si ,  existe si  y  existe si  .  
El estado estacionario interior de Cournot-Nash   existe si se cumple las siguientes condiciones:

 
                                                   (20)

RESULTADOS

Análisis dinámico del modelo de Junhai Ma y Xiaosong Pu

En esta sección se muestra el comportamiento cualitativo de las soluciones numéricas del modelo 
de Junhai Ma y Xiaosong Pu, este es un modelo matemático que se puede usar para tres empresas 
en interacción el cual está gobernado por el sistema de ecuaciones (13). Para mostrar evidencia del 
comportamiento caótico del modelo, se construyeron las gráficas para las trayectorias de q1, q2, y q3, estas 
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se muestran en la figura 1 y los diagramas de bifurcación se presentan en las figuras 3a, 3b y 3c. Estas 
gráficas, se elaboran a partir del sistema de ecuaciones (13). Los valores iniciales usados son: q1=0.545;  
q2=0.5581;  q3=0.5712 y los parámetros que aparecen en las ecuaciones son: alfa=-0.4,  beta=0.51; m=5; 
n=1; b1=0.4; c1=-0.03; d1=0.005; b2=0.35; c2=-0.025; d2=0.006; b3=0.3; c3=-0.02; d3=0.007;

	 Las gráficas de las trayectorias, figura 1, muestran que el comportamiento dinámico del modelo 
es caótico para estos valores de los parámetros. En las gráficas de bifurcación se muestra un punto de 
equilibrio PN (0.5450, 0.5581, 0.5712), de Cournot-Nash estable, local asintóticamente. Para los diagramas 
de bifurcación figuras (3a), (3b) y (3c), se usaron los mismos valores de los parámetros que en las gráficas 
de las trayectorias y solo se varió el parámetro  en el intervalo (0,6), de estas gráficas se observa que 
cuando , las trayectorias convergen al punto de equilibrio de Cournot-Nash PN, mientras que si 

, las trayectorias muestran un comportamiento caótico. Esto significa que el mercado es inestable 
y fácilmente se comporta de manera caótica para valores grandes de la velocidad de ajuste.

	 En el espacio fase, el movimiento caótico es estocástico y las trayectorias nunca se cierran, como 
se muestra en las gráficas de la figura 2. Un atractor es informalmente descrito como extraño si no tiene 
dimensión entera. Esto es con frecuencia el caso cuando la dinámica de un sistema es caótica, el carácter 
obvio de un atractor extraño es la separación exponencial de orbitas adyacentes. De las gráficas mostradas en 
la figura 2, es posible concluir que la dinámica del sistema económico es caótico para valores de .

 

 
    

Figura 1. Gráfica de la trayectoria de q1, q2 y q3 contra el tiempo. Los valores iniciales son: q1=0.545;  
q2=0.5581;  q3=0.5712; alfa=-0.4,  beta=0.51; m=5; n=1; b1=0.4; c1=-0.03; d1=0.005; b2=0.35; c2=-

0.025; d2=0.006; b3=0.3; c3=-0.02; d3=0.007; Elaboración propia.

    

Figura 2. Vista bidimensional de los atractores extraños. q1(t) contra q2(t); q1(t) contra q3(t); q2(t) 
contra q3(t). Los valores iniciales son: q1=0.545;  q2=0.5581;  q3=0.5712; alfa=-0.4,  beta=0.51; 

m=5; n=1; b1=0.4; c1=-0.03; d1=0.005; b2=0.35; c2=-0.025; d2=0.006; b3=0.3; c3=-0.02; d3=0.007; 
Elaboración propia.
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(a)

 

(b)

(c)

Figura 3. Diagrama de bifurcación para q1(t), q2(t) y q3(t). Alfa=-0.1 y beta cambia desde 0 hasta 0.6, 
los valores iniciales de las variables son: q1=0.545; q2=0.5581 y  q3=0.5712; los parámetros usados son:  

m=5; n=1; b1=0.4; c1=-0.03; d1=0.005; b2=0.35; c2=-0.025; d2=0.006; b3=0.3; c3=-0.02; d3=0.007; 
Elaboración propia.

Análisis dinámico del modelo del modelo de tripolio de K. Alnowibet y colaboradores

A continuación se muestra el comportamiento cualitativo de las soluciones numéricas del modelo 
de K. Alnowibet y colaboradores, con el cual es posible modelar tres empresas en interacción, la 
función de demanda es logarítmica cóncava, mientras que la función de costo es lineal, además, en 
este modelo cada empresa maximiza su utilidad, en el análisis de estabilidad se obtienen siete puntos 
fijos de manera analítica, estos muestran que un estado estacionario interior de Cournot-Nash es el 
punto . Dónde:

	 A partir del sistema de ecuaciones (18), se elaboran las gráficas de las trayectorias, figura 4, 
los valores iniciales son: q1=0.5, q2=0.6, q3=0.7; el valor de los parámetros es: a=3.12, b=4, c1=0.1, 
c2=0.2, c3=0.29, alfa2=0.4, alfa3=0.4, alfa1=0.94. Estas gráficas muestran la dinámica caótica del 
modelo. 

	 La dinámica caótica del modelo se puede también observar en los diagramas de bifurcación 
para q1, q2 y q3 mostrados en las figuras (6a), (6b) y (6c), en estos usamos los mismos valores iniciales 
y parámetros que se usan para las gráficas de las trayectorias, excepto que ahora el parámetro que 
se deja libre es , el cual varia en el intervalo (0,1.1).  En estos diagramas se muestra la órbita de 
equilibrio de Cournot-Nash en aproximadamente PN (0.5319,0.4947,0.4613) para el valor de los 
parámetros utilizados. Se encuentra a partir de las gráficas que si  las orbitas convergen al 
punto de Cournot-Nash. También se observa que si , las orbitas pasan por el periodo 2, 4, 8, 
16 y hasta llegar al caos. 

	 También se muestra que para este modelo, que en  el espacio fase, el movimiento caótico 
es estocástico y las trayectorias nunca se cierran, como se muestra en las gráficas de la figura 4. De 
las gráficas mostradas en la figura 4, es posible concluir que la dinámica del sistema económico es 
caótico, para el valor de los parámetros usados en las gráficas de las trayectorias, ya que las orbitas 
paramétricas nunca se cierran. 
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Figura 4. Gráfica de la trayectoria de q1, q2 y q3 contra el tiempo. Los valores iniciales son: q1=0.5, 
q2=0.6, q3=0.7; el valor de los parámetros es: a=3.12, b=4, c1=0.1, c2=0.2, c3=0.29, alfa2=0.4, alfa3=0.4, 

alfa1=0.94. Elaboración propia.

 
  

 

Figura 5. Vista bidimensional de los atractores extraños. q1(t) contra q2(t); q1(t) contra q3(t); q2(t) 
contra q3(t). Los valores iniciales son: q1=0.5, q2=0.6, q3=0.7; el valor de los parámetros es: a=3.12, 

b=4, c1=0.1, c2=0.2, c3=0.29, alfa2=0.4, alfa3=0.4, alfa1=0.94. Elaboración propia.

 

 

(a)

(b)

(c)

Figura 6. Diagrama de bifurcación para q1(t), q2(t) y q3(t); alfa1 cambia desde 0 hasta 1.0; los valores 
iniciales son: q1=0.5, q2=0.6, q3=0.7; el valor de los parámetros es: a=3.12, b=4, c1=0.1, c2=0.2, 

c3=0.29, alfa2=0.4, alfa3=0.4; Elaboración propia.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se analizaron dos modelos de tripolio de Cournot. El primero propuesto por Junhai 
Ma y Xiaosong Pu. Y el segundo modelo analizado, es el de K. Alnowibet y colaboradores. Se 
construyeron las gráficas para las trayectorias, los diagramas de bifurcación y las gráficas paramétricas 
para otros valores de los parámetros propuestos en el trabajo original. Se muestra que efectivamente 
en ambos modelos se tiene una dinámica caótica para algunos valores de los parámetros. 

	 Se muestran algunas diferencias importantes entre los dos modelos analizados, el modelo 
de Junhai y Xiaosong propone una función de costo total cúbica mientras que en el modelo de 
Alnowibet y colaboradores la función de costo es lineal. La función de demanda inversa en el primer 
modelo es cuadrática y Alnowibet propone una función de demanda inversa logarítmica. Ambos 
modelos tienen diferencias importantes en las salidas, en el modelo de Alnowibet y colaboradores, 
todas las empresas maximizan su beneficio, mientras que en el modelo de Junhai Ma y Xiaosong 
Pu, la primera empresa adopta expectativas ingenuas, la segunda tiene expectativas adaptativas y la 
tercera empresa maximiza su beneficio. 
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Capítulo IX

Jesús Loera Martínez1, Daniel Sepúlveda Jiménez2 
y Fátima Andrea Pedro Juárez3

COMBATIR DE RAÍZ LA POBREZA EN MÉXICO: 
UNA RESPONSABILIDAD QUE DEBE COMPARTIRSE 

ENTRE GOBIERNO Y CIUDADANOS

RESUMEN 

La atención gubernamental al rezago social y económico en México no siempre logra los objetivos 
planteados; ello debido a la ineficacia de las políticas públicas para promover el crecimiento 
económico, aumentar el empleo y erradicar la pobreza. A pesar de eso, los malos resultados no deben 
atribuirse únicamente al gobierno, sino también a la falta de responsabilidad y compromiso de la 
población en situación de pobreza. Constitucionalmente, existen derechos y también obligaciones de 
los ciudadanos y su cumplimiento es una responsabilidad compartida entre gobierno y gobernados, 
tales como el acceso al trabajo, educación, salud y a una vida digna, entre otros. El gobierno tiene 
la obligación de destinar presupuesto suficiente para crear infraestructura productiva y social, de 
alta calidad e impacto, como carreteras, puertos, aeropuertos, hospitales, escuelas, entre otros, para 
crear empleo y abatir la pobreza. La población tiene la obligación constitucional de capacitarse, 
enviar a sus hijos a la escuela y pagar impuestos para financiar el gasto público. En este trabajo, 
se concluyó que gobernar a billetazos, regalando cheques a la población, no es la política correcta 
para erradicar la pobreza en México porque promueve la cultura del no esfuerzo. El gobierno debe 
invertir en infraestructura y servicios que apuntalen el desarrollo sostenible del país; los ciudadanos 
deben educarse y capacitarse para elevar la productividad de su mano de obra y así tener acceso a un 
trabajo bien remunerado para poder, simultáneamente, contribuir fiscalmente y elevar su bienestar.
1 Doctor en Ciencias en Economía Agrícola. Centro de Investigación en Economía y Matemáticas Aplicadas (CIEMA) de la Universidad 
Autónoma Chapingo. E-mail: jloeramtz2004@yahoo.com.mx 
2 Doctor en física-matemáticas. Centro de Investigación en Economía y Matemáticas Aplicadas (CIEMA) de la Universidad Autónoma 
Chapingo. E-mail: sepjim700@yahoo.com.mx  
3 Pasante de Ingeniería en Economía Agrícola de la Universidad Autónoma Chapingo. E-mail: andi.pedro.apj@gmail.com 
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ABSTRACT

Government attention to the social and economic backwardness in Mexico does not always achieve 
the objectives, due to the ineffectiveness of public policies to promote economic growth, increase 
employment and eradicate poverty. Despite the failures of the government, the bad results are not 
only for this reason, but also for the lack of responsibility and commitment of the population in 
poverty. Constitutionally, there are rights and also obligations of citizens and their fulfillment is 
a shared responsibility between government and governed. These are access to work, education, 
health and a dignified life, among others. The government has the obligation to allocate sufficient 
budget to create productive and social infrastructure, of high quality and impact, such as roads, ports, 
airports, hospitals, schools, among others, to create employment and reduce poverty. The population 
has a constitutional obligation to train, send their children to school and pay taxes to finance public 
spending. In this work it was concluded that governing by ticketetazos giving away checks to the 
population, is not the correct policy to eradicate poverty in Mexico because it promotes the culture 
of non-effort. The government must invest in infrastructure and services that underpin the country’s 
sustainable development; citizens must be educated and trained to raise the productivity of their 
workforce and thus have access to well-paid work in order to simultaneously contribute fiscally and 
raise their well-being.

Keywords: Poverty, rights and obligations, educational backwardness, fiscal responsibility.

INTRODUCCIÓN

El papel del gobierno en el combate a la pobreza en México no está a discusión hoy en día; hay 
consenso en la necesidad de su intervención para promover una mayor equidad en la distribución del 
ingreso. En lo que no existe consenso, es en cómo lograr esa equidistribución, de manera tal que los 
derechos de ciertos grupos sociales no se garanticen a expensas del perjuicio de los de otros, y que 
tampoco sean efímeros ni dependan de caprichos políticos del gobierno en turno. 

	 Independientemente de la incapacidad del gobierno y las fallas de la política pública para 
erradicar la pobreza, esa responsabilidad no es exclusiva del Estado, sino que los propios ciudadanos 
tienen el deber y la necesidad de cumplir un papel protagónico en dicho proceso, puesto que el 
reclamo de los derechos constitucionales debe implicar, a la vez, el cumplimiento de las obligaciones 
constitucionales para construir una patria más equitativa.

	 En este trabajo se utilizan algunas herramientas de análisis del Modelo Clásico de Renta-
Ocio, la Economía del Bienestar y el Óptimo de Pareto, además de algunos conceptos de la Psicología 
de las Masas de Nietzsche, con el objetivo de explicar qué es lo que los individuos pueden y deben 
hacer por sí mismos para salir de su condición de pobreza, independientemente de lo que haga o deje 
de hacer el gobierno al respecto.

MATERIALES Y MÉTODOS

Este trabajo es parte de los resultados del proyecto de investigación intitulado “Análisis del Gasto 
Público en México, Desempleo, Pobreza y Migración”, registrado con la clave 22063-C-86 en la 
Dirección General de Investigación y Posgrado de la Universidad Autónoma Chapingo. La metodología 
consistió en analizar teóricamente la necesidad de que el gobierno intervenga para combatir la 
pobreza; enseguida se discuten los alcances y limitaciones del Óptimo de Pareto y las externalidades 
de mercados imperfectos, que pueden justificar la intervención gubernamental. Posteriormente, se 
analizan las ventajas y desventajas de la intervención gubernamental en la economía y en el combate 
a la pobreza. Enseguida se discuten algunas diferencias de enfoque entre el neoliberalismo y la 4T 
para combatir la pobreza, enfatizando el impacto de políticas públicas asistencialistas que coartan 
la iniciativa de los ciudadanos para responsabilizarse de su propio desarrollo. Después se analiza 
cuál debe ser el protagonismo de los individuos para salir de su pobreza: primero se identifican los 
derechos y obligaciones constitucionales de éstos y, posteriormente, se utilizan herramientas del 
Modelo Clásico de Renta-Ocio para analizar el impacto que generan los subsidios gubernamentales 
sobre el nivel de ingreso del individuo y su decisión de aumentar el ocio en detrimento del número 
de horas trabajadas. Luego se discute la cultura del esfuerzo y la educación como ingredientes del 
desarrollo y, por último, se explican las ideas centrales de la Psicología de las Masas de Nietzsche, 
para intentar comprender por qué las personas son conformistas o progresistas para labrar su propio 
progreso, con o sin la ayuda de gobiernos paternalistas.

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Necesidad de la intervención gubernamental en la economía.

La necesidad de la intervención gubernamental en la economía, se debe al hecho de que el mercado 
puede ser un mecanismo de asignación eficiente de recursos para la producción y el consumo, 
en condiciones de competencia perfecta; sin embargo, son más comunes los casos de mercados 
imperfectos, razón por la cual existe consenso entre los economistas de la necesidad de que el 
gobierno intervenga en la economía para corregir las externalidades, sobre todo las negativas, de 
dichas imperfecciones del mercado. 

	 Pero la intervención gubernamental también puede generar distorsiones en los mercados, 
debido a las imperfecciones de políticas públicas frecuentemente sesgadas, pudiendo resultar 
más nocivas que las propias imperfecciones del mercado. Un análisis de esto, para el caso del 
sector agropecuario en México, puede verse en Loera y Amador (2009): “Macroprecios y sector 
agropecuario en México”.

La Economía del Bienestar y el Óptimo de Pareto.

El interés de la ciencia económica, en última instancia, es contribuir a mejorar el bienestar de la 
humanidad, de un país o de un grupo de personas. Su utilidad proviene de su capacidad de proveer 
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de herramientas analíticas para formular políticas económicas y sociales que permitan incrementar 
el nivel de bienestar de la sociedad. De esta manera, el bienestar de individuos y de la sociedad, en 
su conjunto, ocupa un lugar central en el análisis económico (Bellido, 2017). 

	 Incrementar el nivel del bienestar se ha convertido en una tarea difícil para la sociedad y, 
en algunos casos, en un problema cuya solución pasa del ámbito de la teoría económica a la esfera 
de la decisión política, la disposición de implementar medidas y reformas que, muy probablemente, 
tendrían impactos positivos sobre un sector de la población y negativos sobre otros. Esto es a lo 
que se refiere el óptimo de Pareto, el cual se da en un marco de competencia perfecta, es decir, en 
mercados exentos de externalidades (ídem).

	 En la Economía del Bienestar, un Óptimo de Pareto es aquel estado económico en el que no 
es posible aumentar el bienestar de un individuo por lo menos, sin afectar el de algún otro. Aplica 
también para un grupo o grupos de individuos. Su objeto es la valoración de la deseabilidad social de 
cada uno de los posibles estados económicos alternativos, lo cual consiste en determinar si el cambio 
de una asignación específica a otra, es socialmente deseable. En general, los economistas están de 
acuerdo en que una reasignación es deseable si no se reduce el bienestar de una persona y se aumenta 
el de otra, por lo menos (Henderson y Quandt, 1982). 

	 Se debe tener en cuenta que la eficiencia en el sentido de Pareto no dice nada sobre la 
distribución de bienestar entre los individuos; dar todo a una persona es por lo general eficiente en el 
sentido de Pareto y, sin embargo, al resto de la gente puede no parecerle una asignación razonable. 
En efecto, en la mayor parte de las decisiones colectivas existe un grado no despreciable de conflicto 
entre los individuos: casi toda acción deja a algunos mejor y a otros peor, de manera que el criterio 
de Pareto no permite jerarquizar esas alternativas (Bellido, 2017).

	 Parece claro que pasar de una asignación a otra, para aumentar el bienestar de unos a costa 
del de otros, no es deseable ni aconsejable desde ningún punto de vista, pues se afecta el sistema de 
estímulos que motiva a los individuos a superarse, a ser “aspiracionistas” y, a la larga, se estanca la 
economía, con lo cual contradictoriamente se socializa la pobreza, en lugar de socializar la riqueza.

La intervención gubernamental en la economía y en el combate a la pobreza. Ventajas y desventajas.

La efectividad de la intervención gubernamental en la economía y en el combate a la pobreza, 
depende de su capacidad para diseñar e instrumentar políticas sociales que propicien una 
distribución equilibrada del ingreso nacional. Sin embargo, para que éste pueda ser distribuido de 
mejor manera, ciertamente primero debe generarse mediante las políticas económicas pertinentes. 
Es decir, no se puede promover, de manera sostenible, la distribución de aquella riqueza que no 
se ha generado.

	 El gasto público y las tasas impositivas constituyen los instrumentos centrales de la política 
fiscal del gobierno para incidir en el desempeño de la economía. La efectividad de esa política 

depende de los supuestos con relación a la oferta agregada de la economía. En el debate teórico, 
existen dos posturas extremas en cuanto a la efectividad o no de la política fiscal para impactar el 
nivel de ingreso en una economía (Dornbusch y Fischer, 2004). 

	 Las curvas de demanda y oferta agregadas determinan conjuntamente el nivel de ingreso y 
precios de equilibrio de la economía, y son los instrumentos para analizar el impacto de una política 
fiscal expansionista mediante el aumento del gasto público. Un análisis detallado puede verse en 
Loera, et al (2016): “Análisis teórico del efecto del gasto público y situación de la pobreza en 
México 2014”.  

Ventajas y desventajas de aumentar el gasto público.

Las ventajas de aumentar los gastos de gobierno son principalmente la posibilidad de generar 
empleo y el aumento de la demanda agregada, más deseable aún si ese aumento de la demanda 
agregada se acompaña con el aumento de la oferta agregada o creación de empleo productivo, para 
dar cumplimiento a los objetivos de los programas de desarrollo que son de interés para la nación y 
que constituyen una estrategia para generar empleo y redistribuir el ingreso en un marco de equidad 
y justicia social. 

	 Las desventajas son, por un lado, que el aumento del gasto de gobierno, según la identidad 
macroeconómica básica, hace que éste compita con las economías privadas por los recursos, situación 
indeseable porque podría deteriorar el nivel de vida de la población. Y, por otro lado, la indisciplina 
fiscal puede conducir a desequilibrios presupuestarios públicos, los cuales deben financiarse de algún 
modo, generalmente doloroso para la población.

	 La contracción del consumo de las economías privadas en el país (empresas y familias) 
constituye una situación crítica que no siempre se compensa con el aumento de las compras del 
gobierno y con las transferencias. Ciertamente, en los países en vías de desarrollo, como el nuestro, 
es característico que haya gobiernos ricos con pueblos pobres; incluso el actual, que presume de 
austeridad y honestidad.

Enfoques de políticas para combatir la pobreza

En la figura 1, se muestra cuál es el sello característico de la política social del presidente López. 
La imagen hace referencia al pago de la beca Benito Juárez para estudiantes del nivel Preparatoria 
y, claramente, da un mensaje de abundancia financiera, lo cual resulta ficticio a pesar de la carga 
impositiva y del aumento en el precio de los bienes y servicios del gobierno. 
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Figura 1. Imagen publicitaria típica de la política social del gobierno de la 4T.

Fuente: tomado de Gutiérrez, L. (2022) 

	 Esta imagen es apologética de la política de gobernar a billetazos, la cual consiste en comprar 
la dignidad de las personas, reproduciendo y no resolviendo su pobreza; al mismo tiempo, habla de 
la incapacidad del gobierno para diseñar políticas públicas que solucionen el problema de raíz. 

	 Schettino (2022), plantea que al gobierno no le alcanza el dinero y, a pesar de ello, “arañando” 
de todos lados, aumentó el gasto social de manera significativa en este año, lo cual no tiene mucho 
sentido porque no genera capacidades para que las personas vivan mejor, lo que hacen es generar 
más dependencia, es dinero que se entrega a la gente sin promover su esfuerzo para tener mayores 
capacidades a futuro. Incluso las becas Benito Juárez que se están dando en diferentes niveles 
educativos, también se reparten parejo, sin que estén asociadas al desempeño del estudiante, sin 
tomar en cuenta las calificaciones, que por cierto ahora ya tampoco importan. 

	 Se tiene la creencia de que el gobierno es rico, pero el dinero no es del gobierno, sus 
recursos salen de la gente que paga impuestos para una buena salud, educación de calidad e 
infraestructura que realmente aporte para un mejor futuro. Pero, aunque es mucho lo que se 
gasta en programas sociales, más de mil millones de pesos diarios, la gente recibe muy poquito, 
porque son muchos, y no les sirve para vivir mejor y ganarse la vida por sí solos. Por ello, mucha 
gente considera que ese dinero lo regala el presidente López para que la gente siga votando por 
él (ídem).

	 Es muy probable que esa sea la razón por la cual el gobierno de la 4T prefiera gobernar a 
billetazos; desde los gobiernos neoliberales ya se sabía de la ineficacia de esa política para combatir 
la pobreza.  Loera et al. (2016), menciona que en el gobierno del presidente Peña se reconoció que el 
combate efectivo a la pobreza debe realizarse no sólo con una política de gasto social, sino también 
con una política económica que la acompañe, canalizando recursos públicos para desarrollar la 
infraestructura productiva y social, que promueva la inversión y el empleo y eleve la productividad 
en las áreas de mayor rezago económico en el país, para lograr su crecimiento y mejorar el bienestar 
de su población. Por ello, en 2016 el Congreso en México aprobó la creación de las zonas económicas 

especiales para el sur y sureste del país, las cuales tuvieron la misma suerte que el proyecto del 
aeropuerto en Texcoco, durante este gobierno.

	 Por lo tanto, en vez de invertir los recursos públicos en dar cheques a la gente, el papel 
trascendental del gobierno para el desarrollo económico y social, debe consistir en promover el 
desarrollo de capacidades para aumentar la eficiencia y la productividad. 

	 Norton y Alwang (1995), consideran que hay dos tipos de acciones gubernamentales 
que pueden mejorar la eficiencia y, por lo tanto, el crecimiento económico: a) la inversión en 
infraestructura productiva como carreteras, puertos y comunicaciones, para abrir nuevos mercados 
y hacer más eficaces los ya existentes, y b) la inversión en educación y capacitación, para mejorar la 
capacidad de los individuos en gestión de los recursos y mejorar la eficiencia técnica y de precios.  
Concluyen que, aunque su impacto sea a largo plazo, probablemente sea la estrategia o el camino 
más importante para el crecimiento y el desarrollo económico y social de una región o país.

	 Un análisis del gasto de gobierno destinado a salud, educación e infraestructura productiva, 
comparando los últimos tres años del gobierno del presidente Peña con los dos primeros años del 
gobierno de la 4T, puede verse en Loera et al. (2020).

El papel de los ciudadanos en el combate a la pobreza

Hemos señalado que el gobierno no es el único responsable de hacerse cargo del combate a la 
pobreza en México; ciertamente, esa función es resultado de la instrumentación de políticas 
públicas tendientes a fomentar el desarrollo nacional, pero éste no es posible sin que los ciudadanos 
desempeñen un rol protagónico, dada su dualidad de artífices y beneficiarios de ese proceso. Como 
beneficiarios, los ciudadanos gozan de derechos constitucionales plasmados en nuestra Carta Magna 
y, como artífices, tienen obligaciones constitucionales también que deben cumplir.

Derechos y obligaciones constitucionales

Existen un conjunto de derechos constitucionales de los ciudadanos mexicanos contenidos en la 
Carta Magna de nuestro país, dentro de los que destacan, según la CNDH (S/F): a) el derecho a la 
vida, a la supervivencia y al desarrollo, b) derecho a la igualdad sustantiva, c) derecho a vivir en 
condiciones de bienestar y a un desarrollo integral, entre otros. En la actualidad, la propia CNDH 
considera que es mayormente aceptado clasificar los derechos humanos en civiles, económicos, 
sociales, culturales y ambientales.

	 Los derechos económicos consideran principalmente el acceso de los ciudadanos a un 
trabajo digno y bien remunerado, para satisfacer sus necesidades básicas y las de su familia, de 
manera digna; por su parte, los derechos sociales incluyen el acceso a la seguridad social, a la salud, 
a la educación, a la alimentación, a participar en la vida cultural, al medio ambiente sano, entre otros 
(Díaz Müller, 1997).
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	 Sin embargo, en un contexto real de equidad y justicia social, el ejercicio de todo derecho 
debe implicar también -y sobre todo- un conjunto de obligaciones y responsabilidades. Puesto que 
en economía no hay milagros, lo que les des materialmente a unos, se los tienes que quitar a otros. 
Si alguien recibe sin generar, es porque alguien generó sin recibir, lo cual es completamente injusto 
desde cualquier punto de vista, ya sea civil, económico o social.

	 En tal contexto, el artículo 31 constitucional establece, entre otras, las siguientes 
obligaciones de los ciudadanos mexicanos: a) ser responsables de que sus hijos menores de 18 años 
concurran a las escuelas públicas para obtener la educación desde preescolar hasta media superior, 
b) contribuir para los gastos públicos tanto de la Federación, como de la entidad federativa y del 
municipio, de la manera proporcional y equitativa que dispongan las leyes (CPEUM de 1917; 
publicada en DOF, 2021).

La elección entre trabajo y ocio para maximizar el bienestar4

Existen obligaciones que los ciudadanos deben cumplir por mandato legal, para hacer posible la 
equidad y el equilibrio en el ejercicio de sus derechos y obligaciones constitucionales. No es justo 
que existan grupos sociales exigiendo la satisfacción de sus derechos, sin que ellos cumplan con sus 
obligaciones, porque su bienestar estaría pagándose con el esfuerzo de otros, quienes sí cumplen. 
Simplemente, enviar a los hijos a la escuela como cimiento de su desarrollo y contribuir con los 
impuestos para financiar parte del gasto público en desarrollo social, son obligaciones que no todos 
los ciudadanos están dispuestos a cumplir, porque implican trabajo, esfuerzo y sacrificio en el 
presente, es decir, posponer y/o sacrificar el disfrute de tiempo y riqueza actuales, con el propósito 
de acceder a un mayor bienestar en el futuro.

	 Si se parte del principio de que la pobreza no es una condición natural, y mucho menos 
un asunto celestial, sino que se trata de una elección personal, se entiende entonces que las 
personas tienen una gran responsabilidad para incrementar su bienestar por méritos propios. 
Sabiendo que un día tiene 24 horas y que de éstas 8 deben ser para descansar, el individuo 
debe decidir cómo distribuir las 16 horas restantes entre trabajo y ocio; ambos contribuyen a su 
bienestar, en función de la valoración que haga de ellos, e incluso podría optar por renunciar a 
las horas recomendables para el descanso y trabajar las 24 horas, si su valoración del ingreso que 
obtiene por su trabajo es alta.

	 La figura 2, muestra las distintas combinaciones de trabajo (ingreso) y ocio que un 
individuo puede elegir dentro de una cierta curva de bienestar. La curva de indiferencia o 
curva de bienestar en este caso, tiene pendiente negativa, lo cual indica que existe una relación 
inversa entre trabajo y ocio, es decir, para aumentar las horas de trabajo deben reducirse las 
horas de ocio.

4 El análisis que se desarrolla en este apartado está basado en: Economía del trabajo-Modelo Renta/ocio – Alfonso Rosa de la UCAM 
(2015). 

Figura 2. La curva de indiferencia y la maximización del bienestar de los individuos.

Fuente: adaptado de UCAM, 2015.

	 La Tasa Marginal de Sustitución (TMS) es la cantidad de ingreso a la que uno debe renunciar 
para obtener una hora más de ocio y mantener la utilidad (bienestar) constante. También aplica en 
el sentido opuesto, es decir, a qué cantidad de ocio se debe renunciar para obtener una hora más de 
trabajo e incrementar el ingreso.

	 Obsérvese que con 3 horas de ocio (21 horas de trabajo), se debe renunciar a 4 unidades de 
ingreso a cambio de 1 hora adicional de ocio si se quiere mantener la utilidad constante. Y con 8 
horas de ocio (16 horas de trabajo), se debe renunciar a 1 unidad de ingreso para compensar 1 hora 
adicional de ocio. Por lo tanto, la TMS disminuye a medida que las combinaciones ingreso-ocio 
elegidas por el individuo se mueven hacia abajo a lo largo de la curva de indiferencia. 

	 Ahora bien, en la figura 3, se presenta la restricción presupuestaria, la cual muestra las 
distintas combinaciones de ingreso y ocio que podría obtener un trabajador para un cierto salario.

Figura 3. La restricción presupuestaria del individuo.

Fuente: adaptada de UCAM, 2015. 
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	 Puede verse que a un salario de $5 por hora, un trabajador podría obtener como máximo un 
ingreso diario de $120 ($5/hora*24). Pero con un salario de $10 por hora, un trabajador obtendría un 
ingreso máximo diario de $240. En forma análoga, a un salario de $15 un trabajador podría obtener 
un ingreso diario máxima de $360. Por lo tanto, la pendiente de la restricción presupuestaria es el 
salario.

	 En la figura 4, se presentan los elementos de las dos figuras anteriores para hacer un análisis 
conjunto.

Figura 4. La maximización del bienestar dado el salario y un ingreso no salarial.

Fuente: adaptado de UCAM, 2015. 

	 Obsérvese que al salario de $10 por hora, sin otro ingreso, para este individuo las horas 
óptimas de ocio son 16 (8 horas de trabajo) en el punto U1. En ese punto maximiza su bienestar. Sin 
embargo, si la persona obtiene el subsidio de algún programa gubernamental que le proporciona 
$60 diarios, lo cual constituye un ingreso no salarial, la restricción presupuestaria se desplaza 
paralelamente hacia arriba. Con ello, para esta persona, las horas óptimas de ocio aumentan hasta 17 
en el punto U2 y disminuyen a 7 las horas de trabajo. 

	 Por lo tanto, en el mundo económico real, la intervención del gobierno en el mercado 
laboral mediante subsidios que incrementan el ingreso no salarial, es decir, que no es producto del 
trabajo, únicamente produce un efecto ingreso artificial y, en consecuencia, las horas de trabajo 
disminuyen. Por esta razón, cuando la gente se da cuenta que puede recibir un ingreso sin trabajar, 
pues se acostumbra a poner la mano nada más y deja de trabajar. De esta manera, bajo la pretensión 
de distribuir la riqueza equitativamente, dando más a quienes menos tienen, el gobierno termina 
promoviendo la cultura del no esfuerzo, lo cual conduce invariablemente al empobrecimiento de 
toda una nación. 

	 En un mercado competitivo, pretender que un principio de justicia social sea dar más a quien 
menos tiene para combatir la pobreza, es un error que se paga con estancamiento económico y más 
pobreza, ya que se elimina el estímulo que impulsa la toma de decisiones de las personas en torno a 

la maximización de su función de utilidad, entendida ésta en el sentido económico, es decir, como 
sinónimo de bienestar. 

	 La maximización de dicha función de bienestar individual constituye un proceso de 
optimización restringida, ya que las personas cuentan únicamente con 24 horas al día para tomar 
decisiones de cuántas horas debe dedicar al trabajo y cuántas al ocio para maximizar su bienestar. 
De esta manera, la elección entre el tiempo dedicado al esfuerzo personal versus ocio, requerido 
para el trabajo versus descanso, medido en número de horas destinadas durante el día a cada uno de 
estos factores determinantes del nivel de bienestar, es una decisión de cada individuo, en un entorno 
de libertad y garantías individuales. Entonces, a nadie se puede forzar a decidir qué cantidad de 
horas-trabajo y de horas-ocio son necesarias para maximizar su bienestar. Es estrictamente una 
decisión personal.

	 Como se ha argumentado ya, aumentar el bienestar de unos a costa del de otros, no es 
deseable ni aconsejable desde ningún punto de vista, pues se afecta el sistema de estímulos que 
motiva a los individuos a superarse, a ser “aspiracionistas” y, a la larga, se estanca la economía, con 
lo cual contradictoriamente se logra socializar la pobreza, en vez de socializar la riqueza. Esto ocurre 
porque las personas que se esfuerzan mucho y no cuentan con el estímulo de recibir el producto de su 
esfuerzo, dejan de trabajar con tesón debido a esa injusticia, por lo que cae la generación de riqueza. 
Y las personas que reciben ingresos sin trabajar, no tienen necesidad para hacerlo, pues de todas 
formas reciben un beneficio, de manera que su poco o nulo esfuerzo también deprime la economía, 
convirtiendo en un círculo vicioso lo que era virtuoso.

	 Al final de cuentas, nadie querrá trabajar más para mantener a los que no quieren trabajar. 
Cuando la recompensa es grande, el esfuerzo por el éxito individual es grande; pero cuando el 
gobierno quita todas las recompensas, quitando el fruto del esfuerzo de unos para darlo a otros, nadie 
querrá hacer su mejor esfuerzo. El gobierno no puede dar algo a alguien sin que tenga que quitárselo 
a otro, por lo tanto, es imposible multiplicar la riqueza dividiéndola. Así que, cuando la mitad de 
la población sabe que no necesita trabajar para vivir, entonces la otra mitad entiende que no vale la 
pena trabajar para sustentar a la primera mitad, y así inicia el empobrecimiento de toda una nación. 
¿Parece increíble? Ojalá fuera una anécdota de humor negro, pero por desgracia esta perversión 
es la especialidad de políticos y gobiernos de “izquierda”, quienes la sirven en grandes platos de 
populismo, ignorancia, mediocridad y demagogia, todo ello aderezado con un ancestral y enfermizo 
resentimiento social.

	 Winston Churchill, citado por Soriano (2015), planteó que el socialismo de la era cristiana 
se basaba en la idea de que “todo lo mío es tuyo”; en cambio, el socialismo reciente parte de la 
idea de que “todo lo tuyo es mío”. Mencionaba también que el vicio inherente al capitalismo es 
el desigual reparto de la riqueza; pero la virtud inherente al socialismo es el equitativo reparto de 
la miseria. Así que, enfatizaba, intentar mantener buenas relaciones con un comunista, es como 
cortejar a un cocodrilo; cuando abre la boca, no puedes saber si te está sonriendo o preparándose 
para engullirte (ídem).
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La cultura del esfuerzo y la educación 

Para resolver la injusta distribución equitativa de la miseria, por principio de cuentas, todos deben generar 
para recibir. Y para recibir lo suficiente, que permita vivir con decoro, se debe generar lo suficiente. Para 
determinar cuánto es suficiente, deben adoptarse uno o varios criterios, que deben basarse de preferencia 
en parámetros objetivos y cuantificables, para evitar sesgos de apreciación al aplicarlos. 

	 Por ejemplo, un criterio generalmente aceptado es: a trabajo igual, salario igual. Un trabajo 
igual, significa que se genera un valor igual, en la misma unidad de tiempo, o en la misma jornada 
laboral, es decir, se refiere a una productividad igual. Si la productividad es distinta, entonces no se 
trata de trabajo igual y, por lo tanto, no puede exigirse un salario igual. Y esto no es, necesariamente, 
un problema de género. Entonces, resulta relevante entender qué factores influyen en la determinación 
de la productividad con el fin de incrementarla, como base para promover el incremento del salario 
y, con ello, propiciar un mayor bienestar.

	 Se sabe que varios factores como la educación formal e informal, la salud, los valores éticos 
y estéticos, la capacitación e instrucción, la motivación, entre otros, son importantes por su relación 
con el nivel de la productividad.

	 Con base en lo anterior, la economía establece un criterio objetivo para remunerar a cada 
factor de la producción según su contribución al producto generado, es decir, según su productividad, 
como parámetro para distribuir la riqueza. Y dicho criterio, en sí mismo, no es ni moral, ni inmoral. La 
moralidad no es un atributo del criterio en sí mismo, pero sí debería ser una cualidad de empresarios, 
gobierno y políticos responsables de hacerlo cumplir.

	 Dado que la productividad marginal de la mano de obra está en función de la educación y 
ésta determina en gran medida las percepciones salariales en el mercado laboral, es claro que tanto 
el gobierno, así como los ciudadanos, deben ser responsables de promoverla en cantidad y calidad 
suficientes de manera universal.

	 Thurow (1995), citado por Loera et al (2019), plantea que la educación es en primera y 
última instancia el pilar fundamental para el desarrollo económico y social de cualquier país, región 
o comunidad. Un pueblo ignorante es un pueblo muerto o, por lo menos, manipulado.

	 Proveer a la población de la infraestructura educativa necesaria, es una de las obligaciones 
constitucionales del gobierno, dentro del rubro de Gasto en Desarrollo Social (GDS) del Presupuesto 
de Egresos de la Federación (PEF). En cuanto a la población, es su obligación constitucional 
esforzarse por acceder a la educación de sus hijos enviándolos a la escuela y, en el caso de los adultos 
en situación de analfabetismo, asistiendo a los programas especiales de educación instrumentados 
para el caso.

	 La educación requiere de esfuerzo y sacrificio en el presente, con la finalidad de bien ser y 
bien hacer, para bien tener, todo lo cual derivará en un mejor bien estar en el futuro.

	 Mendoza (2020), hizo un recuento de las diferentes concepciones de rezago educativo y 
explica cómo se construye este aplazamiento a partir de estructuras sociales e individuales como 
el estado, la escuela, la familia y el sujeto-alumno. Menciona que existen estudios que abordan 
el origen del rezago educativo a partir del estado y señalan como causas primarias del mismo la 
incapacidad de éste para proveer una educación de calidad; la imposibilidad de cubrir la totalidad de 
la demanda; el implementar instrumentos de selección que niegan a la población en edad escolar la 
oportunidad de realizar sus estudios.

	 Señala también que otras investigaciones plantean que la escuela genera el rezago educativo 
por la composición social, la gestión escolar, las prácticas de enseñanza, la formación docente, la 
normatividad, el ambiente, la infraestructura, el sector institucional y el currículum, así como las 
medidas específicas dirigidas a los alumnos en riesgo.

	 Sin embargo, añade que también existen escritos que ponen la mirada sobre el alumno, 
responsabilizándolo de su condición de atraso escolar; así, la inteligencia, los genes y los dones, el 
mérito y el talento de los individuos según los criterios del sistema educativo serán los responsables 
del éxito o fracaso escolar, donde sólo “los mejores y los más brillantes son los que triunfan, mientras 
que los inferiores fracasan debido a su propia naturaleza”.

	 Por último, menciona que a pesar de las diversas investigaciones que se han realizado en 
torno al problema del rezago educativo y su origen, no se ha llegado a un consenso acerca de las 
causas que lo generan en el país.

	 Lo interesante del trabajo de Mendoza (op. cit.) es la compilación de investigaciones que 
mencionan las fallas del gobierno como principal responsable de la educación en el país, pero 
otros estudios señalan que no es el único culpable del rezago y responsabilizan esencialmente a 
los ciudadanos, tanto a nivel del propio educando, así como al nivel familiar. Lo expuesto deja de 
manifiesto que la educación, como medio para combatir la pobreza, es responsabilidad simultánea 
del gobierno y de los propios ciudadanos.

Salir del rebaño: Nietzsche y la psicología de las masas

Este es un apartado controversial, tanto como lo son las propias ideas de Nietzsche, acerca de la 
moral y la psicología del ser humano. La intención es tratar de encontrar respuestas a las preguntas: 
¿Por qué la gente es cómo es? ¿Por qué hay personas que están a la espera de un poder ajeno al de 
su propia voluntad, como un caudillo, un gobernante “dadivoso” o un Dios, para que les resuelva 
la vida? ¿Por qué algunos individuos culpan de su pobreza a ciertos factores externos que están 
fuera de su control, desatendiendo los internos que sí pueden controlar? ¿Por qué hay quienes 
viven únicamente el presente sin un plan de vida hacia el futuro? ¿Por qué existen individuos que 
se conforman con el mínimo esfuerzo? Su argumento es que “Dios proveerá”, o “Dios aprieta, pero 
no ahorca”.
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	 Los individuos “olvidados por Dios” tienen la necesidad de alimentar la idea de que éste les 
hará justicia tarde o temprano, en lugar de entender que ellos mismos tienen el poder para hacerlo. 
En tal contexto, Dios es un concepto creado por el hombre para eludir la responsabilidad de hacerse 
cargo de sí mismo. Es claro que prescindir de la ayuda de Dios, haciendo un esfuerzo para hacerse 
cargo de sí mismo, exige responsabilidad, compromiso y sacrificio. Ciertamente, para acabar con la 
pobreza material, es necesario acabar primero con la pobreza intelectual.

	 Friedrich Nietzsche, un destacado filósofo, poeta y filólogo alemán, en su “psicología del 
rebaño” planteó que todo acto o proyecto humano está motivado por la “voluntad de poder”, no tan 
sólo el poder sobre otros, sino el poder sobre uno mismo, algo que es necesario para la creatividad. 
Sus ideas pueden ofrecer respuestas a las preguntas esbozadas líneas arriba. En su obra “Más allá del 
bien y el mal”, publicada en 1886, clasificó al ser humano, por su mentalidad y aspiraciones de vida, 
en dos grandes categorías: a) los individuos superiores y b) los individuos del rebaño.

a) Los individuos superiores. Los caracterizó por ser seguros e independientes, racionales y 
emancipados de la docilidad y el conformismo impuestos por cualquier religión, ubicados en la 
realidad de la vida terrenal actual, más que en la vida celestial futura prometida por las religiones. 
Su proyecto de vida es enriquecedor, sólido y unificador, acompañado de objetivos elevados que 
le estimulan a continuar con su labor; tiene una sana ambición por profundizar en conocimientos 
de valor desde una perspectiva histórica lo suficientemente amplia como para que los efectos de 
su trabajo perduren incluso más allá de su muerte; sabe que el valor intrínseco que proporciona la 
gratificación a largo plazo es infinitamente superior al de la gratificación inmediata; piensa que la 
vida es corta y tiene que dejar huella antes de su partida; tiene una visión más holística del cosmos; 
piensa que la soledad es necesaria para desarrollar la concentración, la planificación y la creatividad, 
para cultivar los dones intelectuales y espirituales que el rebaño desechó de antemano, además de 
fortalecer la autonomía para que la voluntad de poder y el sentido de justicia estén por encima de las 
opiniones positivas o negativas de los necios integrantes del rebaño. 

	 No se trata de ser un genio o un portento para formar parte del selecto grupo de los hombres 
superiores, basta actuar y vivir con propósito, firmeza y seguridad en el futuro, sobre todo afrontar 
los contratiempos que la vida ofrece sin previo aviso; así se puede forjar identidad de un individuo 
superior, que se mira al espejo con orgullo y satisfacción.

b) Los individuos del rebaño. Están conformados por las masas, la muchedumbre o lo que Nietzsche 
llamó “el rebaño”; los dividió en dos grupos: los mediocres y los esclavos. 

El mediocre. Etimológicamente, el mediocre es un individuo que se ha quedado a mitad de la montaña, 
a media altura, (medius = medio, ocris = montaña o peñasco escarpado), y que lucha únicamente 
por su comodidad y el placer hedónico (el placer como bien supremo de la vida humana), fines que 
lo delatan como perezoso y conformista; es acrítico y se limita a copiar de manera inconsciente los 
rumores y juicios de valor ajenos existentes en la sociedad como si se tratara de verdades absolutas; 
no se expone a la incertidumbre ni aprovecha su potencial para elevarse por encima de la masa 

mediocre; se concentra en complacer las expectativas de sus semejantes, dejando de lado las propias, 
lo que termina por empequeñecer su carácter y convertirlo en un “animal de rebaño” ridículo y 
mediocre, alejado de su mejor versión de máximo potencial; se preocupa por arrancar el fruto del 
árbol lo antes posible, en lugar de plantar más árboles que los produzcan, lo cual es el rasgo más 
distintivo de la putrefacción del ser humano; piensa para sus adentros que la vida es corta y tiene 
que vivirla desenfrenadamente. Este grupo constituye la amplia mayoría de la masa social; pero, en 
palabras del autor, existe algo todavía peor: 

El esclavo. Este individuo se caracteriza por ser débil, fracasado, degenerado y enfermizo, quien es 
esclavo de la miseria de su propia existencia; aparte de cubrir todas las condiciones del mediocre, 
está cargado de un veneno letal: el resentimiento, se trata de un odio hacia la vida misma, que 
surge por un sentimiento de impotencia frente a la realidad que está cargado de envidia hacia todos 
aquéllos que no sufren como él, es decir, hacia los superiores; percibe al mundo tan hostil, injusto, 
amenazante y abrumador, que busca consuelo en distintos vicios, de forma mucho más pronunciada 
que los mediocres; usa su odio y envidia como palanca para vengarse del excelente; bajo el pretexto de 
igualdad, el esclavo se agrupa en comunas de poder para arrastrar al excelente hacia la mediocridad, 
construyendo una moralidad limitante, decadente y debilitante que impone forzosamente a los 
demás, y quienes no la acepten son considerados como seres perversos y malignos; pero esto es pura 
hipocresía porque, como lo dice Nietzsche, está jodido y como no puede dejar de estarlo, necesita 
joder a los demás para no sentirse solo en su miseria humana; necesita rebajar el valor ajeno para no 
sentirse tan insatisfecho consigo mismo; se disfraza de justiciero, benevolente y equitativo, pero su 
moral es tan frágil que se le revierte y de inmediato queda a la vista su verdadera intención: si yo no 
puedo hacer o tener algo, nadie más puede hacerlo o tenerlo, si yo no puedo lograr algo, entonces 
nadie más debe lograrlo.

	 Esto es lo que en México se denomina “mentalidad del cangrejo”: si yo no puedo salir 
del hoyo, tú tampoco lo harás. Y justamente, a más de 200 años de vida independiente, esta es la 
principal razón por la cual nuestro país no ha superado el subdesarrollo.

	 Estas ideas pueden sonar elitistas, arrogantes o perniciosas, pero Nietzsche aclaró que su 
pensamiento no estaba diseñado para que las masas lo aprobaran, sino para contribuir a comprender 
por qué la gente es como es y liberar al mundo de su crisis de valores. Hoy en día se ha malinterpretado 
la filosofía de este autor, siendo exageradas y sin fundamento las opiniones de su vínculo con el 
nazismo; Nietzsche murió tres décadas antes de que el nazismo dominara Alemania y, por lo tanto, 
no puede ser responsable de la distorsión de su filosofía por parte de los nazis. 

	 La psicología del rebaño es el peligro que puede inducir, a quienes aún no desarrollan todo 
su potencial, a tomar el camino fácil y buscar la gratificación instantánea. La “moralidad de la 
manada” incita al sosiego, la queja, el vicio y el confort a quienes buscan trascender las fronteras de 
la mediocridad. Es como un canto de sirenas, señala Nietzsche, que incita a los individuos superiores, 
en proceso de formación, a refugiarse en el cálido manto de la mediocridad: ¿Para qué te vas a 
esforzar, pudiendo disfrutar de las cosas buenas de la vida aquí y ahora?
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	 Si la psicología del rebaño predominara en toda la sociedad, entonces el conformismo y la 
mediocridad se convertirían en los valores supremos, privando a toda persona de luchar por lograr la 
mejor versión de sí mismo, lo cual terminaría por hundir a toda una nación.

	 La psicología moderna presenta muchas discrepancias con las ideas de Nietzsche. Por 
ejemplo, el término de “hombre superior” no encaja bien en un discurso político actual hipersensible, 
que tiene temor a poner la verdad por encima de lo que se considera que es políticamente correcto. 
No vale la pena entrar en esta discusión, ya que debe entenderse que no se plantea que un individuo 
sea superior con respecto a otro en términos de derechos humanos o de capacidades intelectuales, 
sino con respecto a sí mismo, simplemente porque el individuo superior es aquél que se supera a sí 
mismo, esforzándose por alcanzar la mejor versión de su persona, para su propio beneficio, el de su 
familia y el de su patria. 

	 Es claro que no todo el mundo puede alcanzar la excelencia, pero ese no es el problema, el 
verdadero problema es no intentarlo. Lamentablemente, el rebaño existe y es cada vez más numeroso; 
en realidad, a los individuos que luchan por la excelencia, esto no debería importarles, pero es que 
ellos terminan por pagar con sus impuestos el enorme gasto en desarrollo social destinado a quienes 
se rezagan, el cual asciende anualmente, en promedio, a más del 60% del Presupuesto de Egresos de 
la Federación (PEF) y que, de acuerdo con evaluaciones de varios años del CONEVAL, no resuelven 
el rezago social ni la pobreza en México.

CONCLUSIONES 

Gobernar a billetazos, regalando dinero a la población, no es la política correcta para erradicar la 
pobreza en México. El dinero regalado por el gobierno no disminuye la pobreza ni a corto ni a mediano 
plazo, ya que sólo incrementa el ingreso no salarial del individuo, es decir, que no es producto del 
trabajo, lo cual únicamente produce un efecto ingreso artificial y, en consecuencia, la persona decide 
disminuir las horas de trabajo y aumenta las horas de ocio. Por esta razón, cuando la gente entiende 
que puede recibir sin trabajar, cómodamente se acostumbra a estirar la mano para recibir y deja de 
trabajar. De esta manera, con la política de dar más a quienes menos tienen, el gobierno termina 
promoviendo la cultura del no esfuerzo y, en consecuencia, el estancamiento económico del país. 

	 Para atender la pobreza de raíz, la responsabilidad constitucional del gobierno es invertir 
en infraestructura productiva y social de alta rentabilidad económica y/o social, especialmente en 
salud y educación de calidad, para elevar la productividad de la mano de obra y crear más y mejores 
empleos bien remunerados, además de otros servicios que apuntalen el desarrollo sostenible del país. 

	 Los ciudadanos tienen derechos constitucionales que garantizan el acceso a un mejor nivel de 
vida, pero la misma Carta Magna también les señala obligaciones como enviar a los hijos a la escuela 
y pagar los impuestos. Su responsabilidad de educarse y capacitarse permite elevar la productividad 
de su mano de obra y tener un trabajo mejor. Con ello, se pueden lograr simultáneamente dos 
resultados positivos, por méritos propios: contribuir fiscalmente y elevar su bienestar.

	 Pero existen un conjunto de factores que caracterizan la psicología de las masas, según 
Nietzsche, como seres conformistas, adictos al ocio. al sosiego, a la queja, al vicio y al confort que 
les impide trascender las fronteras de la mediocridad. ¿Para qué te vas a esforzar, pudiendo disfrutar 
de las cosas buenas de la vida aquí y ahora, con un papá gobierno que provee?

	 Si la “psicología del rebaño” de Nietzsche predominara en toda la sociedad, entonces el 
conformismo y la mediocridad se convertirían en los valores supremos, privando a toda persona, y 
al gobierno, de luchar por lograr la mejor versión de sí mismo, situación que impide el desarrollo del 
país. No es casualidad que México tenga más de 200 años de vida independiente y siga siendo un 
país tercermundista y subdesarrollado, a pesar de todos sus recursos naturales, como el petróleo, y su 
envidiable localización geográfica.
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Capítulo X
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ANÁLISIS DE PUNTOS DE FUNCIÓN PARA 
ESTIMACIÓN DE ESFUERZO DE DISEÑO 

DE SOFTWARE DE UN MINI-PFAL 

RESUMEN

Las estimaciones de costos y esfuerzos en el software son procesos necesarios para la realización de 
las propuestas de un anteproyecto y para establecer las cotizaciones previo a la firma de un contrato, 
existen muchos métodos para realizar estos procesos de estimación; en el presente trabajo se aborda 
la técnica de “Puntos de Función”, por otro lado las aplicaciones diseñadas para la agricultura, hoy 
en día son más solicitadas para automatizar las tareas por medio de los algoritmos de programación 
y los dashboard que permiten desplegar de forma dinámica, atractiva y de fácil entendimiento 
los datos, por ello instrumentar los recurso de la ingeniería de software en el ámbito de diseño 
de interfaces computacionales a la agricultura es una necesidad inminente. El presente documento 
realiza el análisis de estudio para la estimación de costos y esfuerzos en el diseño de software de una 
Plant Factory de baja escala, se establecen los requerimientos generales del software, para mostrar 
la lista de requisitos operativos del sistema, posteriormente se realiza la tabla de complejidad para 
poder obtener los puntos de función, a continuación se calcula el factor de ajuste y así obtener los 
puntos de función ajustados, finalmente los resultados se traducen para obtener las líneas de código 
y el esfuerzo requerido estimado, se concluye entonces una breve ecuación de traducción del costo 
de software para realizar estimaciones ajustadas para caso de estudio.

Palabras clave: Puntos de función, mini PFAL, programación, interfaces, Ingeniera de Software.

ABSTRACT

The estimates of costs and efforts in the software are necessary for the realization of the proposals 
of a preliminary project and to establish the quotes prior to the signing of a contract, there are many 
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methods to carry out these estimation processes, in the present work it is approached the “Function 
Points” technique, on the other hand the applications will act for agriculture, today they are more 
requested to automate tasks through programming algorithms and dashboards that allow dynamic, 
attractive and easy deployment to understand the data, therefore implementing the resources of 
software engineering in the field of design of computational interfaces to agriculture is an imminent 
necessity. This document carries out the study analysis for the estimation of costs and efforts in the 
software design of a low-scale Plant Factory, the general requirements of the software are based, to 
show the list of operational requirements of the system, later the complexity table to be able to obtain 
the function points, later the adjustment factor is calculated and thus obtain the adjusted function 
points, finally the results are translated to obtain the lines of code and the estimated required effort, 
then a brief equation is concluded of translation of the cost of software to make estimates estimates 
for case study.2

Keywords: Function points, mini PFAL, programming, interfaces, Software Engineering.

INTRODUCCIÓN 

El sector agropecuario mundial está sometido a un proceso de transición de la agricultura convencional 
o mecanizada, rumbo a la corriente de la agricultura de precisión (AP), la necesidad de involucrar las 
tecnológicas en el desarrollo de la agricultura es una situación inevitable, el parlamento europeo en 
su estudio de prospectiva científica “La agricultura de precisión y el futuro del sector agropecuario 
en Europa” destacan sobre los tópicos más relevantes de la AP lo siguiente:

Estas tecnologías se utilizan en relación con la identificación de objetos, el georreferenciado, 
la medición de parámetros específicos, los sistemas globales de navegación por satélite 
(GNSS), la conectividad, el almacenamiento y el análisis de datos, los sistemas de 
asesoramiento, la robótica y la navegación autónoma (Schrijver, 2016, p. 9).

	 El argumento anterior es tan solo en la Unión Europea, sin considerar una perspectiva en 
el ámbito global, donde en diferentes países la industrialización del campo y las tecnologías de 
la agricultura 4.0 están incursionando nuevas herramientas para maximizar la producción de los 
procesos como nunca lo había visto la humanidad.

	 Dentro de la agricultura de precisión encontramos categorías y subcategorías con un espectro 
sumamente amplio de aplicación, en el tenor del objeto de estudio del presente trabajo se centra en la 
temática de las “Plant Factory with Artificial Lighting” (PFAL), las cuales pertenecen a la corriente 
Indoor de la agricultura, que bien se centra al desarrollo de tecnológicas actualmente de IoT para 
gestionar el crecimiento de cultivos dentro de ambientes urbanos, como bien son las azoteas verdes, 
módulos de crecimiento, muros verticales, etcétera (López, 2022, p. 135-154). Los PFAL son micro 
y macro ambientes controlados donde se automatizan las variables del ecosistema de crecimiento 
acelerado, entre los puntos más importantes se destacan:

•	 Iluminación artificial (actualmente con luminarias Led´s especiales)
•	 Control de riego

2 Traducción libre

•	 Maximización de espacios de crecimiento de cultivos con técnicas de verticalidad
•	 Instrumentación de las variables
•	 Administración inteligente de los datos
•	 Entre muchas otras características tecnológicas

	 Países de todo el mundo están actualmente desarrollando tecnologías más avanzadas dentro 
de los microambientes de crecimiento controlados PFAL, están sumando esfuerzos tecnológicos 
para poder desarrollar tecnologías de este ámbito inteligente empleando técnicas de computación 
ubicua dentro de la agricultura (Martini, 2009), han logrado maximizar los procesos de producción 
de hortalizas y otros cultivos sensibles a ser procesados por los PFAL.

	 Si bien dentro de la ingeniería de software las estimaciones de costo-esfuerzo para el 
desarrollo y cálculo de software, requieren de datos históricos, métricas y de la misma experiencia 
empírica para poder proyectar las propuestas económicas y de tiempo para el desarrollo de la 
candelarización del proyecto, por otro lado, la información de bases de datos del desarrollo de 
software centrados a métricas y datos de desarrollo de software en el ámbito de la agricultura, son 
escazas, dejando un vacío de información que es un foco de atención que pronto se debe regularizar 
entre las organizaciones que desarrollan programas computacionales orientados a la agricultura, sea 
en sistema microcontrolados, sistema embebidos, interfaces de escritorio, webApp’s, aplicaciones 
móviles, entre otros más. 

	 Los datos administrativos del desarrollo de software en el ámbito de la agricultura son 
un acervo de información que a futuro se vuelven herramientas que permitirán a los diseñadores 
recabar información y poder plantear propuestas de diseño, desde el análisis de requerimientos de 
la planificación hasta la entrega y mantenimiento del producto computacional. No obstante el foco 
principal de este trabajo es aplicar los procesos de metodología de ingeniería de software para el 
análisis y estimación de costos en el desarrollo del firmware operativo de un modelo mini-PFAL, 
y con ello poder realizar la estimación de costos en el desarrollo, pues es cierto que el software 
es una entidad no física y muchas veces el trabajo de los sistemas de agricultura de precisión no  
valoran el esfuerzo y tiempo invertido en esta área que cumple la función de ejecución de los 
desarrollos prácticos.

MATERIALES Y MÉTODOS

La propuesta de estimación de software orientado al desarrollo de un miniPFAL contempla 3 ejes 
importantes:

•	 Complejidad del proyecto
•	 Tamaño del proyecto:
•	 Grado de incertidumbre estructural (Pressman, 2010, p. 594)

Metodología

Si bien el proceso de planificación del software debe contemplar:
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1.	 Establecer ámbito del proyecto.
2.	 Determinar la factibilidad.
3.	 Analizar los riesgos
4.	 Definir recursos requeridos.
5.	 Estimar costo y esfuerzo.
6.	 Desarrollar un calendario del proyecto (Linares et al., 2007)

	 El presente trabajo tiene la intención de estudiar la estimación de costos en un caso práctico 
de desarrollo de software en la agricultura, dado que en este sector la cantidad de aplicaciones de 
PC y Smartphone van creciendo en comparación con otros sectores, es importante implementar 
herramientas de la metodología de la ingeniería de software orientado a este campo en crecimiento.

Existen diferentes procesos para dimensionar el software, para el presente caso se optó por la 
metodología de “Puntos de función”. 

Desarrollados a fines de la década de 1970 por Allen Albrecht como un medio para medir 
el tamaño del software en términos significativos para los usuarios finales, los puntos de 
función se han convertido en un estándar internacional utilizado para medir el tamaño del 
software (ISO 20926:2009) (IFPUG, 2022).

	 Estándar liderado y en constante mejora por la IFPUG International Function Point Users 
Group y otras organizaciones. Esta metodología tiene como objetivo realizar la estimación a partir 
de las características de los ejes funcionales del software que el usuario puede percibir, de este modo 
se logran acotar los grados de dificultan funcional implementando las métricas estandarizadas de la 
IFPUG (ver Tabla 1).

Requerimientos generales del sistema

En el siguiente diagrama se han colocado las especificaciones generales de los 
requerimientos del sistema (ver Diagrama 1), el cual está dividido en tres categorías: Control  
principal (Sistemas embebido); Computadora (Programa de PC); Smartphone (Aplicación 
Móvil). Diagrama 1. Elementos de diseño de despliegue de los requerimientos  

del software en mini PFAL (Autoría propia)

	 El desglose de requerimientos específicos se detalla más adelante en la tabla 2, donde se 
explican los requerimientos particulares de cada sistema y subsistemas descritos en el diagrama 1.

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Procedimiento a en listar los Items de medición estandarizados por IFPUG, se tiene:

•	 Interacción de transacción
o	 Entrada externa (EI)
o	 Salida externa (EO)
o	 Consulta externa (EQ)
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•	 Almacenamiento función de datos
o	 Archivo lógico interno (ILF)
o	 Archivo de interfaz externo (EIF) 

Tabla 1. Tabla de métricas para evaluar puntos de función (Valores estándar de la IFPUG (IFPUG, 2022))

Tipo/Complejidad Baja Media Alta
(EI) Entrada externa 3 PF 4 PF 6 PF
(EO)Salida Externa 4 PF 5 PF 7 PF

(EQ) Consulta externa 3 PF 4 PF 6 PF
(ILF) Archivo lógico interno 7 PF 10 PF 15 PF

(EIF) Archivo de interfaz externo 5 PF 7 PF 10 PF

Fuente: IFPUG

	 Previo al análisis de la estimación del software, es necesario realizar el trazado del análisis de 
requerimientos del software, el procesos de recolección de datos se realizó implementado en un etapa 
posterior al actual punto, usando como herramienta de recolección la entrevista, se procedió a realizar 
anotaciones minuciosas de las funcionalidades operativas que debía tener el miniPFAL para satisfacer 
los requerimientos del usuario, la duración de los datos cualitativos recolectados dio como resultado 
el siguiente listado en formato de tabla de requerimientos funcionales del sistema (ver tabla 2):

Tabla 2. Tabla de métricas para evaluar puntos de función (Valores estándar de la IFPUG (IFPUG, 2022))

Requerimiento funcional Sistema Subsistema
Desplegar en pantalla matriz de sensores (Menú 1) Control Principal Interfaz de usuario (TouchPad)

Desplegar en pantalla gráficas (Menú 2) Control Principal Interfaz de usuario (TouchPad)
Desplegar en pantalla ajustes (Menú 3) Control Principal Interfaz de usuario (TouchPad)

Desplegar en pantalla submenú de ajustes avanzados (Menú 4) Control Principal Interfaz de usuario (TouchPad)
Control de actuadores de luz Control Principal Control de sensores y actuadores

Control de actuadores de riego Control Principal Control de sensores y actuadores
Control de actuadores de ventilación Control Principal Control de sensores y actuadores

Configuración de módulo reloj Control Principal Administración interna de variables
Administración de datos de red local de sensores Control Principal Administración interna de variables

Conectividad WIFI Control Principal Comunicación (ES)
Conectividad Bluetooth Control Principal Comunicación (ES)

Guardar datos en BD Control Principal Administración de datos
Consultar BD (1 tabla) Control Principal Administración de datos

Enviar datos a PC Control Principal Comunicación (ES)
Interfaz de usuario JAVA y conexión puerto COM Computadora Comunicación (PC)

Bases de datos local PC Computadora Base de datos local
Interfaz de usuario Android y conexión Bluetooth Smartphone Comunicación (App)

Interfaz de usuario Android y conexión WIFI Smartphone Comunicación (App)

Fuente: Autoría Propia

	 La lista anterior describe en forma resumida y contundente las características narradas en el 
proceso de entrevista del cliente, que en su traducción de la presente, fue evaluada y posteriormente 
refinada hasta cumplir en forma general los elementos mínimos aceptables que el diseño de software 
debía cumplir, el orden no se número dado que algunos módulos del software pueden diseñarse de 
forma colateral con otros módulos o de manera individual dependiendo de su esencia estructural, 
interconectividad y complejidad de cada uno, con ello se procedió a catalogar y cuantificar el tipo 
(ver tabla 1), la complejidad (evaluada por el diseñador) y los PFSA (Puntos de función Sin Ajustar), 
este último con apoyo de las métricas de la tabla de factores de influencia en la dificultad del sistema 
que son 14 características generales del sistema, que en la página oficial del IFPUG se proporcionan 
como parte de sus manuales de actualización de las métricas, a continuación se muestra la tabla de 
complejidad resultante (ver tabla 3).

Tabla 3. Traducción de la complejidad

Nombre Tipo Complejidad PFSA
Desplegar en pantalla matriz de sensores (Menú 1) EO Media 5
Desplegar en pantalla gráficas (Menú 2) EO Media 5
Desplegar en pantalla ajustes (Menú 3) EI Media 4
Desplegar en pantalla submenú de ajustes avanzados (Menú 1) EI Baja 3
Control de actuadores de luz EI Media 4
Control de actuadores de riego EI Media 4
Control de actuadores de ventilación EI Media 4
Consulta de módulo reloj EQ Baja 3
Administración de datos de red local de sensores EQ Media 4
Conectividad WIFI EQ Alta 6
Conectividad Bluetooth EQ Alta 6
Guardar datos en BD ILF Media 10
Consultar BD (1 tabla) EQ Media 4
Enviar datos a PC EIF Alta 10
Interfaz de usuario JAVA y conexión puerto COM EIF Alta 10
Bases de datos local PC ILF Baja 7
Interfaz de usuario Android y conexión Bluetooth EIF Media 7
Interfaz de usuario Android y conexión WIFI EIF Media 7

Total: 103
Fuente: Autoría Propia
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	 Calculando el factor de ajuste de la traducción de complejidad, aplicando la determinación 
de los niveles de influencia (ver tabla 4):

Tabla 4. Cálculo de factor de ajuste

Factor de ajuste Puntaje
Comunicaciones de datos 5
Procesamiento distribuido 4
Objetivos de rendimiento 1

Configuración del equipamiento 5
Tasas de transacciones 3

Entrada de datos en línea 2
Interfaces con el usuario 5

Actualización de datos en línea 0
Procesamiento complejo 2
Reusabilidad del código 2

Facilidad de implementación 2
Facilidad operacional 0

Instalaciones múltiples 1
Facilidad de cambios 3

Factor de ajuste 35

Fuente: Autoría Propia

	 Para encuadrar de forma adecuada el cálculo de la cuantificación de los puntos de fusión es 
necesario realizar el cálculo de los Puntos de Función Ajustados (PFA) con la ecuación 1:

( 1 )

Estimación del esfuerzo requerido

Al ser un lenguaje de 4ta generación la información de diversas fuentes indica que en promedio para 
lenguaje C++ se ocupan 8 Horas PF promedio.

	 Considerando las métricas proporcionadas por la Quantitative Software Management (OSM) 
“Function Point Languages Table Version 5.0”, los datos de conversión de puntos de función en 
líneas de código para el lenguaje C++ establece un promedio de 50 SLOC/FP Data (Source Lines of 
Code/Function Point) (OSM, 2009).

( 2 )

	 Lo que se representa en un total de 90.35 páginas documentadas en formato “Consolas 
10 interlineado sencillo sin espacios” (cada página soporta 57 líneas de código sin espacios y sin 
comentarios).

	 Calculando Horas-Hombre, estimando un programador dominio en lenguajes de 3ra y 4ta 
generación con un tiempo total de 8 horas diarias:

( 3 )

CONCLUSIONES

Estimando una labor de 5 días a la semana el tiempo estimado para desarrollar el proyecto sería de 
103 días, siendo un total global de 5.15 meses.

	 Existen diversas bases de datos en la web que establecen los costos mensuales para un 
programador, los datos son variados y, por lo tanto, depende de muchos factores para determinar 
este punto con precisión, este factor es sensible por que, dada la zona del país, la inflación constante, 
los cambios de tabuladores, entre muchas variables más, no se puede precisar de forma certera esta 
incógnita que en la ecuación permanecerá como una variable. 

	 Algunas consultas en internet apuntan un promedio para un programador de software en 
México como se muestra en la siguiente tabla:

Tabla 5. Recopilación de salarios promedio de un programador de software

Año Puntaje Fuente
2021 $14,439.00 indeed
2021 $18,985.68 Hireline
2022 $ 16,027.00 Glassdoor
2021 $20,666.66 CodersLink (Valentina Rodríguez)
2022 $16,383.00 Computrabajo
2022 $19,588.5 Misalario.org

Promedio $17,681.64

Fuente: Autoría Propia

	 Los datos anteriormente descritos dependen igualmente de la categoría del nivel del 
programador (Junior o Senior), el tipo de desarrollador (Backend o Frontend), la experiencias, las 
plataformas de dominio, stack tecnológico, etcétera, datos más precisos requieren de un estudio de 
profundidad para obtener estadísticas de promedio y así obtener métricas más exactas, a lo que en 
términos del presente trabajo no es el objetivo meta, los datos anteriores ayudan a tener perspectiva 
del escenario actual en México y poder realizar un ejercicio de estimación de costos con ayuda de la 
ecuación 4.
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De esta manera el proyecto en su etapa de inversión de desarrollo en la arquitectura de software se estimaría:

( 4 )

A lo que la formula anterior queda como herramienta para realizar el cálculo final y estimado del 
desarrollo de software para el caso particular de un mini PFAL en la agricultura.

Un ejercicio para estimar los costos finales con las siguientes características sería:

•	 Desarrollador: 1 Programador
•	 Duración: 5.15 meses
•	 Sueldo promedio: $17,681.64 M/N
•	 Otros costos: No se consideran

	 Esta cifra permite tener una idea de los costos operativos para el diseño de software para 
la especificaciones de los requerimientos técnicos de la tabla 2, este costo no es absoluto dado 
que es calculado para un solo desarrollador que trabajaría en el proyecto, tanto el tiempo se puede 
reducir con la participación de más desarrolladores, aunque los costos pueden variar, tanto como 
pueden bajar o subir, esto debido a que debe existir un director de proyecto para liderar un equipo 
de programadores, lo que conlleva a aumentar los costos, pero una entrega temprana del producto se 
reflejado en disminución de costos por el ahorro de poner a disposición en el mercado el producto 
con anticipación. Al ser aceptad un software es posible distribuir el costo en la cantidad de producto 
producidos, a manera de que el precio del software por un lado y el precio de los bienes sean diluidos 
en la recuperación, este sería otro escenario factible.

	 El software en muchos ámbitos no solo de la agricultura sino en otros sectores, muchas veces 
no es analizado con precisión como se debe, crear las memorias técnicas de los proyectos permite 
a las firmas de desarrollo de software acercarse más a procesos viables de cotización, estimación y 
candelarizarían de las diferentes fases del proyecto.

	 El software en particular es una entidad difícil de estimar, a veces se debe recurrir a la 
empírea o experiencias de los expertos que llevan años realizando la tareas de desarrollo, para que 
de este modo se pueda calendarizar los tiempo adecuados en los cronogramas, aunque esta parte 
de estimación siempre es sensible a los riesgos que constantemente amenazan el anteproyecto, es 
normal que durante la ejecución de un proyecto de desarrollo de software se deban aplicar constantes 
estrategias para la mitigación de los riesgos que amenazan el proyecto, sobre todo para evitar los 
costos excesivos y llevar a la inviabilidad financiera del proyecto total.

	 Por ello para el ámbito del desarrollo de la agricultura digital las metodologías de ingeniería de 
software son herramientas sumamente importantes que los ingenieros Agrónicos o Agroinformáticos 
deben dominar para realizar procesos viables de cotización y estimación, y no solo en este punto 
crucial de la apertura en un proyecto, sino en la totalidad de las etapas de ingeniería de software 
desde su inicio hasta su culminación.
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Capítulo XI

Irene Aguilar Juárez y Joel Ayala de la Vega

LA ENTROPÍA EN LAS CIENCIAS 
DE LA COMPUTACIÓN

RESUMEN

La entropía es un fenómeno que se encuentra incrustado en la naturaleza. El primer acercamiento del 
hombre a ella se encuentra en la segunda ley de la termodinámica, posteriormente nos ha permitido 
entender lo que es el tiempo y finalmente, ha sido un concepto fundamental para comprender cómo 
podría ser el fin del universo. Tal termino no solo se observa en el mundo físico, también se emplea 
para comprender el mundo social, la psicología y hasta se aborda en la teología. Por lo que las 
ciencias de la computación no se escapan de observar el fenómeno de la entropía. El objetivo de 
este escrito es mostrar como se ha abordado tal concepto en el cómputo y el efecto que se observa 
en las diferentes áreas de los sistemas computacionales, pasando por la Ingeniería de Software, el 
aprendizaje automático y la ciberseguridad.

Palabras claves: entropía, sistemas computacionales, sistemas de información.

ABSTRACT

Entropy is a phenomenon that is embedded in nature. Man’s first approach to it is found in the second 
law of thermodynamics, later it has allowed us to understand what time is and finally, it has been a 
fundamental concept to understand how the end of the universe could be. Such a term is not only 
observed in the physical world, but also used to understand the social world, psychology and even 
addressed in theology. So, computer science does not escape from observing the phenomenon of 
entropy. The purpose of this paper is to show in a simple way how this concept has been approached 
in computation and the effect observed in different areas of computational systems, including 
software engineering, machine learning and cybersecurity.
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INTRODUCCIÓN

En la actualidad, las ciencias de la computación son un actor fundamental en el desarrollo del 
conocimiento humano, pues contribuye de una u otra manera a todas las disciplinas. Con la aparición 
de la computación, las aplicaciones informáticas y los nuevos recursos en internet, se abre un gran 
desafío respecto a la forma en que se aplica la tecnología y las implicaciones del correcto uso de la 
información y los datos. 

Entropía

El término entropía fue inicialmente acuñado por el físico alemán Rudolf Clausius en 1850 al observar 
que, en cualquier proceso irreversible, siempre se perdía una pequeña cantidad de energía térmica 
fuera de la frontera del sistema. Todo sistema está sujeto a la segunda ley de la termodinámica, según 
la cual existe una magnitud llamada entropía, considerada como la energía que se disipa en forma 
espontánea en consecuencia de los procesos internos del sistema y que no puede volverse a reutilizar 
para producir trabajo.

	 Entropía tiene varias interpretaciones, simplemente es una pérdida de energía (Clausius), o 
una medida de desorden (Boltzman). En Teoría de Sistemas se puede considerar como la cantidad de 
información que se puede transmitir por un canal (Shannon y Weaver). 

	 En un sistema cerrado la entropía crece en forma progresiva hasta llegar a un estado estable 
conociéndose como “equilibrio termodinámico”. Para llegar a tal equilibrio, primero se tiene una 
progresiva desorganización, y finalmente una homogeneización con el ambiente. 

	 En un sistema abierto, un sistema es permeable con el medio por lo que se compensa la 
producción de entropía interna espontánea, incorporando información del ambiente, esto se puede 
interpretar como entropía negativa o neguentropía (Hypotheses, 2022). Por lo que la neguentropía 
es una medida de orden. La información que recibe un sistema y que proviene del medio es la más 
importante corriente neguentrópica que dispone un sistema complejo.

	 En el mundo real, los sistemas son abiertos. En todo sistema se tiene una entrada de 
información, un procesamiento de la misma y su exportación al medio ambiente. Esta recepción, 
transformación y salida de información se encuentra tanto en los seres vivos como en estructuras 
artificiales creadas por el ser humano, esto produce una mayor heterogeneidad produciendo niveles 
crecientes de organización. El intercambio de flujos de información con el entorno logra que la 
entropía total del sistema pueda mantenerse constante o hasta disminuir. Para que la neguentropía se 
dé se tienen que cumplir dos elementos fundamentales, el primero es tener los canales de información 
despejados con el entorno y el segundo es asumir el conflicto de la diversidad, en caso contrario, se 
puede acercar cada vez más a un sistema cerrado dando como resultado la muerte térmica.

Entropía en sistemas informáticos

Para los sistemas informáticos, se considera un sistema cerrado a toda herramienta tradicional como 
el procesador de texto. Tal sistema tiene diversos componentes de control y vías de comunicación 
restringidas con el medio, el usuario no puede alterar tal herramienta quedando estática sin 
evolucionar. Un ejemplo de sistema abierto en informática pueden ser los archivos derivados de 
algún lenguaje de programación o herramienta, tales archivos pueden ser modificados.

	 La entropía creciente positiva puede implicar la idea de un proceso espontáneo e 
irreversible, como ejemplo puede ser un proceso natural como la expansión libre de un gas. Un 
cambio espontáneo siempre va acompañado de una reducción de la calidad del flujo de la energía, 
materia o información. Una entropía constante hace referencia a un proceso antinatural y reversible. 
Un proceso reversible tiene cambios compensados, encontrándose el sistema en equilibrio con su 
alrededor en cada etapa del proceso, sin la degradación de la calidad de la energía, sin dispersarla 
caóticamente (Atkins, 1991).

	 En 1948, Shannon y Weaver (Baecker, 2017) plantearon matemáticamente el concepto de 
calidad de información. Tal concepto se refiere a la probabilidad de que un mensaje, dentro de un 
conjunto de mensajes posibles, sea recibido. 

	 Shannon define a la entropía como la cantidad promedio de información de estos mensajes, 
considerando las coordenadas que cumplen con la condición de entropía de la fuente nula, y se 
puede inferir que estos dos puntos del manejo del mensaje carecen de sentido, ya sea porque aporta 
demasiada información en un extremo; o porque el mensaje es imposible que sea proporcionado 
por su bajo nivel de significado o porque el mismo sea totalmente redundante en el otro extremo, y 
siempre se da el mismo mensaje. 

	 Ahora bien, el valor máximo de entropía se manifiesta cuando la información de todos los 
símbolos son equiprobables, es decir, todos los sucesos tienen la misma posibilidad de ser recibidos, 
hay una gran diversidad en cuanto a la selección de cada símbolo, no hay redundancia en el mensaje, 
por lo tanto, la cantidad de información recibida es alta e igual para todos los eventos que puedan 
suceder, justamente por esta causa, todo mensaje es información efectiva. En la práctica no existen 
canales perfectos por donde no pueda ingresar el ruido por lo que para cambiar el ruido se introduce 
la redundancia. La información no es sinónimo de significado. La información no se refiere tanto a 
lo que se dice, sino a lo que se podría decir. De esta forma, la información es la medida de la libre 
elección del mensaje que puede tener el receptor potencial. El concepto de información se refiere a 
la totalidad de mensajes (Cuenca Tadeo, 1999). Es natural que la información se mida por la entropía 
ya que se asocia al grado de libertad de elección que se tiene al construir los mensajes.

	 Por lo que el software donde no haya una gran cantidad de mensajes para seleccionar 
tendrá una entropía muy baja, en caso de que no existan posibilidades de seleccionar los mensajes o 
siempre seleccionar el mismo, se estará en los extremos de la curva respectivamente. Si se prefiere 
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un estadio medio entre la organización y cantidad de información suministrada, aunque haya una 
gran cantidad de mensajes para seleccionar, se propone como zona óptima el trabajo cerca del valor 
máximo de entropía. 

Eco (1982) es concluyente al resumir las siguientes condiciones:

•	 Cuanto mayor es la cantidad de información, tanto más difícil es comunicarla de algún 
modo; cuanto más claramente comunica un mensaje, menor información se transmite.

•	 El aumento de significado en la transmisión del mensaje supone pérdida de la cantidad de 
información y el aumento de la información supone pérdida de significado.

	 El aumento de mensajes también permite crecer la entropía, cuantas más alternativas haya, 
mayor será para probabilidades aproximadamente iguales. En este caso, la redundancia será la 
fracción de mensaje innecesaria (y, por lo tanto, repetitiva). La parte redundante puede faltar en el 
mensaje y el mensaje puede seguir completo o puede completarse y ser entendible.

	 Se puede observar que la información es entrópica, repele la redundancia. La comunicación, 
en su núcleo informador de su contenido, tiene información, pero en su caparazón, su soporte, tiene 
que ser redundancia. El mensaje debe ser claro, la buena utilización del código asegura la correcta 
recepción del mensaje, su completa inteligibilidad, la ausencia de todo ruido ya que el lenguaje es 
un filtro que deja pasar a aquellos significados que están ordenados en el mismo código; el lenguaje 
impone orden y control. El lenguaje está ordenado en sus elementos y relaciones. La entropía propia 
del código por lo tanto es muy baja. Pero para aumentar la cantidad de información, se tendrá que 
aumentar la entropía, introducir desorden en el código, es decir ruido en el mensaje, para que el sistema 
evolucione a un orden superior. Por lo que el ruido (relacionado con el aumento de la información) y 
la redundancia (relacionado con la claridad en que se emite un mensaje) compensan la entropía del 
material para que se mantenga en un valor más o menos constante (García Mayoraz, 1962).

Entropía e ingeniería de software

La Ingeniería de Software es una disciplina formada por un conjunto de métodos, herramientas y 
técnicas que se utilizan en el desarrollo de los programas informáticos. La entropía de un sistema es el 
desgaste que el sistema presenta por el transcurso del tiempo o por su funcionamiento. Los sistemas 
altamente entrópicos tienden a desaparecer por el desgaste generado por su proceso sistémico. Los 
mismos deben tener rigurosos sistemas de control y mecanismos de revisión, reelaboración y cambio 
permanente, para evitar su desaparición a través del tiempo.

	 El software, aun no siendo un ser vivo, con el tiempo envejece, deteriorándose y muriendo 
cuando se vuelve obsoleto, siendo sustituido por otro software más “joven” y mejor adaptado al 
entorno. En principio hay diversos factores, que influyen en esta entropía o envejecimiento, ciertos 
autores hablan de la podredumbre del software, y posiblemente sea una definición visual de lo que 
en realidad sucede durante la vida útil de un producto.

	 Un software que depende del entorno en el que se ejecuta, puede dejar de funcionar o bajar su 
rendimiento por cambios en el mismo. Pensemos en una base de datos que es migrada de máquina y la 
conexión está “harcoded” (incrustar datos directamente en el código fuente del programa, en lugar de 
obtener esos datos de una fuente externa) dentro del código. Esta práctica tiene limitaciones, ya que 
requiere la modificación del código fuente cada vez que cambian los datos, cuando lo conveniente 
sería que el usuario final pudiera cambiar estos detalles fuera del código fuente del programa, por 
lo que esta aplicación dejara de funcionar hasta que no se vuelva a generar una nueva versión. Otro 
ejemplo es una aplicación que para imprimir depende de un determinado tipo de impresora. Este 
tipo de dependencia con el entorno puede ser un mal necesario en determinadas circunstancias, 
pero la normalidad y lo más sensato es que no sea así. Disponer de archivos de configuración que 
nos permitan cambiar los parámetros de conexión de base de datos, a un servidor de correo o la 
configuración de una nueva impresora, por ejemplo, evitará muchos problemas y ampliará el tiempo 
de vida de las aplicaciones.

	 Esto nos lleva a otro factor que interviene en esta degradación. Imaginemos que se realizó 
una configuración inicial del sistema y durante algunos años no se ha cambiado. Puede darse el caso 
que sea necesario realizar modificaciones y el usuario no sabe dónde acceder para realizarla, o bien 
le falta información para configurar correctamente el sistema, puesto que por ejemplo no conoce las 
credenciales correctas, no conoce las rutas a otros sistemas, etc.

	 El código sin usar puede causar algún que otro dolor de cabeza. Éste es un código, ejecutado 
rara vez, que puede contener errores difíciles de localizar y es muy fácil que pasen desapercibidos 
por el usuario. Uno de los grandes riesgos de este tipo de código es que, con la modificación de los 
requisitos del sistema, se introduzcan defectos que a la larga permanecerán agazapados hasta que se 
vuelva a ejecutar la funcionalidad; y por supuesto esto ocurrirá en un momento crítico. Pensemos 
en una carga de datos: una modificación de los requisitos acordó que el campo email, tenía que ser 
obligatorio a nivel de base de datos, se modificó el formulario asociado, pero nadie se acordó del 
proceso de carga de datos, y no se garantiza que existan datos para el campo email.

	 Por último, están las actualizaciones. En un sistema compuesto por múltiples módulos e 
integraciones, la modificación de una parte puede afectar al resto del sistema. Esto es conocido como 
el infierno de las DLL (un archivo DLL es una biblioteca que contiene código y datos que puede usar 
más de un programa al mismo tiempo) o infierno de los JAR (un archivo JAR por sus siglas en ingles 
“Java Archive” es un tipo de archivo que permite ejecutar aplicaciones y herramientas escritas en 
lenguaje Java), según la tecnología que se use. Se puede clasificar todos estos problemas en dos tipos 
de degradación:

•	 Degradación inactiva: básicamente significa dejar morir al software sin ningún tipo 
de mantenimiento evolutivo, por lo que en algún momento dejará de ser útil al no haber 
actualizaciones.

•	 Degradación activa: un software que es continuamente modificado para satisfacer nuevos 
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requerimientos se volverá cada vez más complejo e incluso puede perder el objetivo principal 
para el que fue desarrollado.

	 Para retrasar la inevitable obsolescencia del software, es imprescindible un buen análisis de 
las necesidades y un buen diseño de éste. Y tanto o más necesario es la aplicación de buenas prácticas 
durante el desarrollo, como el desarrollo de pruebas unitarias, de integración y funcionales que 
al menos cubran la funcionalidad crítica. Una buena documentación técnica y de usuario también 
colabora en que las aplicaciones tengan una vida larga y plena. El software es ajeno a la mayoría de 
las leyes físicas. Por ello, es difícil construir software de la manera en que se construyen productos 
físicos. Ajeno a la mayoría de las leyes de la física, salvo a una, o cantidad de desorden de un sistema. 
La entropía de software nos dice que con el tiempo el software pierde su estructura, se hace más 
complejo, menos mantenible. Normalmente decimos que un software que se usa será modificado. 
Hay también quien asocia la entropía de software por descuido a la hora de resolver pequeños 
problemas de calidad, los cuales, poco a poco, van incrementando y quedan fuera de control. Incluso 
hay quien compara este efecto con la teoría criminológica de las “ventanas rotas” que habla de que 
todo comienza con una simple ventana rota (mala práctica software), que se deja pasar, mostrando 
una imagen de abandono. Pronto otra ventana se rompe. Y esa imagen de descuido incita a otros a 
pintar algún grafiti. Y finalmente un edificio en ruinas fuera de control.

	 Las causas que afectan la calidad de software son resultado de malas prácticas que aparecen 
desde la concepción del sistema. El no contar con sistemas de software con factores de calidad como 
alta disponibilidad, desempeño y la facilidad de adaptarse a cambios deriva en un sin número de 
problemas. Un problema principal del software de mala calidad son los costos que se derivan después 
de su implementación. Muchas veces estos costos son subestimados y se desconoce el impacto que 
puede llegar a generar. La analogía es un iceberg en donde en la superficie aparecen los costos visibles 
a corto plazo, sin embargo, los que terminan causando más daño son los ocultos. La mayoría de las 
aplicaciones multinivel grandes son construidas y mantenidas por equipos distribuidos, algunos o 
todos, los cuales pueden ser subcontratados de otras compañías. En consecuencia, la organización 
adquirente a menudo tiene poca visibilidad o control sobre la calidad del software que está recibiendo.

	 Para mitigar los riesgos de problemas de calidad en el software suministrado externamente, 
los administradores deben implementar objetivos de calidad en sus contratos y una sólida garantía 
de calidad para el software entregado.

	 Conocer cada uno de los indicadores del proceso de la calidad del software y cómo se está 
desempeñando su producto, es indispensable para brindar soluciones claras a las necesidades de 
los usuarios, desde un aspecto fácil de manejar y que sea cómodo. El objetivo es que logre soportar 
todos los requerimientos, sea amigable, seguro, útil, usable, estable y satisfaga las necesidades 
y requerimientos del usuario sin que presente fallos o errores. Dado que las pruebas de calidad 
de software revisan, supervisan y examinan la forma en que se desenvuelve el producto, es 
posible contar con un informe final en el que se establece si el software cumple o no con lo que 
espera el usuario, según el motivo por el cual fue hecho. A la vez que se comprueba la exactitud 

y confiabilidad de los procesos apoyados en cada una de las pruebas realizadas: funcionales 
y no funcionales. La mayoría de las empresas que buscan realizar una transformación digital 
de sus servicios o en su plan estratégico de negocio pretenden evolucionar sus procesos más 
complejos a través de automatizaciones o desarrollos nuevos, donde la calidad se garantice en 
todo momento.

	 Ante este panorama, se han desarrollado distintos estándares internacionales para la industria 
del software con el objetivo de asegurar la calidad de los productos, entre ellos la norma ISO/IEC 
9126 del 2001 (Abud Figueroa, 2022) , la cual ha sido creada para buscar la excelencia en el proceso 
de desarrollo, el producto de software en sí (calidad interna y externa), y en el uso de éste.

	 El estándar ISO/IEC 9126: 2001 presenta un marco conceptual para el modelo de calidad 
y define un conjunto de características, las que debe cumplir todo producto software.

	 El estándar ISO-9126 establece que cualquier componente de la calidad del software puede 
ser descrito en términos de una o más de las siete características básicas: funcionalidad, confiabilidad, 
usabilidad, eficiencia, mantenibilidad, portabilidad y satisfacción; cada una de ellas se detalla a 
través de un conjunto de sub características que permiten profundizar en la evaluación de la calidad 
de productos de software.

Las características de calidad de un software según la ISO/IEC 9126:2001 son:

•	 Funcionalidad

•	 Confiabilidad

•	 Usabilidad

•	 Eficiencia

•	 Facilidad de mantenimiento

•	 Portabilidad

•	 Satisfacción.

Entropía en aprendizaje automático

El campo de estudio de las Ciencias de la Computación es la algorítmica. Un algoritmo es 
una serie de pasos que pueden resolver un problema en un tiempo dado.  Los algoritmos que 
resuelven a un tipo de problema en particular se pueden clasificar por su complejidad temporal 
(el tiempo que tardarán en forma general en resolver un problema). Esta clasificación, a grosso 
modo, se divide en problemas tratables, problemas intratables y problemas no computables. 
Los problemas tratables son problemas en los cuales pueden tener un algoritmo de solución en 
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tiempo polinomial. En este caso se tiene una solución en forma rápida y dentro del universo 
de los problemas es la minoría, pero con ello se ha podido desarrollar el cómputo empresarial 
en forma impresionante. Los problemas intratables son aquellos en los cuales el algoritmo de 
solución no es tan rápido y puede tardar días, meses, años o incluso siglos para obtener una 
solución. Los problemas no computables son aquellos en los cuales no se tiene algoritmo hasta 
este momento y ninguna computadora los puede resolver (aún la computadora cuántica).

	 La Inteligencia Artificial (IA) está directamente relacionada con los problemas 
intratables, y por medio de algoritmos de precisión tratan de llegar a un resultado muy cercano 
a una solución en un tiempo razonable. Observe que no se habla de la solución, sino de un 
resultado cercano a ella.  

	 El ‘machine learning’ (ML) o aprendizaje automático es una rama de la IA que permite que 
las máquinas aprendan sin ser expresamente programadas para ello. Una habilidad indispensable 
para hacer sistemas capaces de identificar patrones entre los datos para hacer predicciones. Esta 
tecnología está presente en un sinfín de aplicaciones como las recomendaciones de Netflix o Spotify, 
las respuestas inteligentes de Gmail o el habla de Siri y Alexa.

	 “En definitiva, el ML es un maestro del reconocimiento de patrones, y es capaz de convertir 
una muestra de datos en un programa informático capaz de extraer inferencias de nuevos conjuntos 
de datos para los que no ha sido entrenado previamente”, explica José Luis Espinoza (Espinoza, 
2022), científico de datos de BBVA México. Esta capacidad de aprendizaje se emplea también para 
la mejora de motores de búsqueda, la robótica, el diagnóstico médico o incluso la detección de fraude 
en el uso de tarjetas de crédito (Kata Software, 2022).

	 Aunque ahora esté de moda, gracias a su capacidad para derrotar a jugadores del Go o 
resolver cubos Rubik, su origen se remonta al siglo pasado. La estadística es sin duda la base 
fundamental del aprendizaje automático, que básicamente consiste en una serie de algoritmos 
capaces de analizar grandes cantidades de datos para deducir cuál es el resultado óptimo para 
un determinado problema.

	

	 Drew Conway creó un simpático diagrama de Venn en el que interrelaciona diversos 
campos (Fig. 1)

Figura 1. Diagrama de Venn con respecto a la interacción de M. L. (Jaureguízar, 2022)

	 En esta aproximación al ML, se observa que es una intersección entre conocimientos de 
Matemáticas y Estadística con Habilidades de Hackeo del programador.

	 Se sabe que diversos algoritmos de búsqueda pueden tomar mucho tiempo en resolverse 
y que cuanto mayor sea el campo de búsqueda crecerán potencialmente las posibilidades de 
combinación de una respuesta óptima, haciendo que los tiempos de respuesta tiendan al infinito o que 
tomen más tiempo de lo que un ser humano tolera (por quedarse sin vida o por impaciencia). Para 
poder resolver este tipo de problemas surgen soluciones de tipo heurísticas que intentan dar 
“intuición” al camino correcto a tomar para resolver un problema. Estos pueden obtener buenos 
resultados en tiempos menores de procesamiento, pero muchas veces su intuición es arbitraria y 
pueden llegar a fallar. Los algoritmos de ML intentan utilizar menos recursos para “entrenar” 
grandes volúmenes de datos e ir aprendiendo por sí mismos. El ML es una nueva herramienta 
clave que posibilitará el desarrollo de un futuro mejor para el hombre brindando inteligencia a robots, 
coches y casas. Las Smart Cities, el IoT (Internet de las Cosas), ya se están volviendo una realidad 
y también las aplicaciones de ML en Asistentes como Siri o Alexa, las recomendaciones de Netflix 
o Sistemas de Navegación en Drones. Para los informáticos o ingenieros de cualquier área es una 
disciplina fundamental para ayudar a crear y transitar este nuevo futuro.
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Algunos algoritmos de ML que emplean la entropía con diferentes criterios son:

•	 Algoritmos genéticos
•	 Redes Neuronales
•	 Árboles de decisión
•	 Minería de datos.
•	 Máquinas de soporte vectorial.

En este espacio se explica en forma muy general el uso de la entropía en árboles de decisión.

Árboles de decisión 

Un árbol de decisión es un mapa de los posibles resultados de una serie de decisiones relacionadas. 
Permite que un individuo o una organización comparen posibles acciones entre sí según sus 
costos, probabilidades y beneficios. Se pueden usar para dirigir un intercambio de ideas informal 
o trazar un algoritmo que anticipe matemáticamente la mejor opción. Se crea utilizando el 
particionamiento recursivo para clasificar los datos. El algoritmo elige la característica más 
predictiva en la que se deben dividir los datos. Lo que es importante en la elaboración de un 
árbol de decisión es determinar qué atributo es el mejor, o más predictivo, para dividir los datos 
en función de la característica. La predictibilidad se basa en la disminución de la impureza de los 
nodos. Un nodo en el árbol se considera puro si el nodo cae en una categoría específica del campo 
objetivo. De hecho, el método utiliza el particionamiento recursivo para dividir los registros en 
segmentos minimizando la impureza en cada paso (Fig. 2).

Figura 2. Árbol de decisión (Las Ciencias de la Educación en  
el proceso de formación del profesional, 2022).

Esto le da una forma similar a la de un árbol.

Entropía en los árboles de decisión

La entropía en un nodo depende de la cantidad de datos aleatorios que se encuentran en ese nodo 
y se debe calcular para cada nodo. En los árboles de decisión, buscamos a los árboles que tengan 
la entropía más pequeña en sus nodos. La entropía se utiliza para calcular la homogeneidad de las 
muestras en ese nodo. Si las muestras son completamente homogéneas la entropía es cero y si las 
muestras son divididas equitativamente tiene una entropía de uno.

	 Es posible calcular la entropía de un nodo utilizando la tabla de frecuencias del atributo a 
través de la fórmula de Entropía:

,

Donde  es la proporción o ratio de una categoría. Con esta fórmula se pueden probar diferentes 
atributos para encontrar el que tiene la mejor «predictibilidad», menor entropía. Para ello se debe 
ir por todos los atributos y calcular la «Entropía» después de la división y, a continuación, elegir el 
mejor atributo. Pero ¿Qué atributo resulta en más nodos puros? ¿En qué árbol se tiene menos entropía 
después de la división en lugar de antes de la división? La respuesta es en el árbol con la mayor 
ganancia de información después de la división. Pero, ¿qué es la ganancia de información? La ganancia 
de información es la información que puede aumentar el nivel de certeza después de la división. Es 
la entropía de un árbol antes de la división menos la entropía ponderada después de la división por 
un atributo. Se puede pensar en la ganancia de la información y en la entropía como opuestos. Como 
la entropía, o la cantidad de aleatoriedad, disminuye, la ganancia de la información, o la cantidad de 
certeza, aumenta, y viceversa. Por lo tanto, la construcción de un árbol de decisión se trata de encontrar 
atributos que devuelvan la más alta ganancia de información (Grupo LinkedIn, 2022).

	 Se debe repetir el proceso para cada rama, y probar cada uno de los otros atributos para 
alcanzar la mayor cantidad de hojas puras.

Ciberseguridad

La Ciberseguridad forma parte de la agenda mundial. En la actualidad, nadie se salva de ser víctima 
de un ciberataque; empresas, gobierno, hospitales, instituciones financieras, PYMES y usuario 
final están expuestos a las amenazas que hay en la red. Entender la importancia de la seguridad 
informática nos da una perspectiva más amplia sobre las estrategias, planes y buenas prácticas que 
se deben implementar en las organizaciones. La Ciberseguridad es el conjunto de procedimientos y 
herramientas que se implementan para proteger la información que se genera y procesa a través de 
computadoras, servidores, dispositivos móviles, redes y sistemas electrónicos.



162 163

	 De acuerdo con los expertos de Information Systems Audit and Control Association (ISACA), 
la Ciberseguridad se define como “una capa de protección para los archivos de información”. 
También, para referirse a la Ciberseguridad, se utiliza el término seguridad informática o seguridad 
de la información electrónica (Khan, 2006). Uno de los objetivos de la Ciberseguridad es generar 
confianza entre clientes, proveedores y el mercado en general. En un mundo hiperconectado, donde la 
mayoría de nuestras actividades las hacemos a través de la red y dispositivos electrónicos, garantizar 
la seguridad de las operaciones es una necesidad predominante. Los empresarios y líderes mundiales 
consideraron a los ataques cibernéticos como uno de los principales riesgos a los que se enfrentan en 
la actualidad y a la Ciberseguridad como su mayor reto.

	 Las estrategias de Ciberseguridad en México han pasado a ser una prioridad para todo tipo 
de empresas conforme se registran cada vez más ataques a sistemas y bases de datos corporativas. 
Por ejemplo, entre los países que conforman América Central y América del Norte, México ocupó 
el puesto #7 en el registro de ataques informáticos el 6/04/2022. Así lo indica el mapa de ciber 
amenazas en tiempo real de Kaspersky (Kaspersky, 2022).

	 Este contexto genera incertidumbre sobre la Ciberseguridad de los millones de datos que 
manejan diariamente las empresas del país, incluyendo las firmas de abogados. 

Entropy as a Service (EaaS)

El NIST (National Institute of Standards and Technology, Instituto Nacional de Estándares y 
Tecnología) recomienda la entropía como un servicio para proporcionar claves criptográficas fuertes 
para aplicaciones basadas en la nube y dispositivos IoT (Internet of Thinks, internet de las cosas) 
integrados. Un servidor de entropía como servicio apunta a máquinas virtuales y contenedores que 
no pueden generar correctamente claves criptográficas seguras.

EaaS se basa en osciladores en anillo y dispositivos cuánticos 
para generar cantidades interminables de entropía y características 
verdaderamente aleatorias. Los desarrolladores pueden utilizar 
estos datos y utilizarlos en nuevas aplicaciones o realizar pruebas de 
ciberseguridad (Softtek, 2022).

	 Se trata de un activo para cualquier desarrollador que carece de numerosas fuentes de 
entropía. En lugar de buscar datos que simplemente no están allí, los desarrolladores pueden recopilar 
exactamente la cantidad que necesitan. Eliminar este obstáculo proporciona al mismo tiempo la 
aceleración de los tiempos de desarrollo y la mejora de la ciberseguridad.

Los beneficios continúan más allá del desarrollo:

	Las aplicaciones deben actualizarse continuamente con entropía para mantenerse por 
delante de los hackers depredadores. EaaS proporciona un suministro constante de nueva 

información, libre de patrones que los hackers pueden predecir y explotar. Es una manera de 
estar un paso por delante de las amenazas de seguridad cibernética del mañana.

	Las empresas pueden usar EaaS fuera de un contexto de desarrollo. La comparación de 
claves generadas a través de recursos basados en software con una nueva entropía revela si 
esas claves son realmente seguras. En lugar de asumir que la criptografía es segura, EaaS la 
prueba objetivamente.

Las compañías suministradoras de EaaS

Varias compañías ya están involucradas con EaaS, suministrando entropía y refinando cómo se 
recolecta. Hace una década, a nadie le preocupaba la falta de entropía. Ahora, sin embargo, este 
problema pone en riesgo el futuro digital. La entropía como servicio todavía está proceso de 
maduración, pero pronto se convertirá en una herramienta de desarrollo estándar que es indispensable 
para la seguridad de Internet. Por ejemplo, una empresa especializada en criptografía, en 2017 
empezó a suministrar un servicio gratuito para utilizar con el software libre o con versiones de paga 
que proporcionan entropía a perpetuidad (en función del consumo). Gracias a este servicio los datos 
aleatorios se recopilan a través de un generador propio el cual da suministro al resto de áreas, desde 
los sistemas operativos hasta máquinas virtuales.

	 El objetivo de estos servicios no es otro que generar claves criptográficas menos predecibles, 
gracias a la posibilidad de analizar una gran multitud de fuentes, y mejorar la seguridad de los 
dispositivos (Softtek, 2022).

CONCLUSIONES

En el área de la Física, la entropía se entiende como “la tendencia natural a la pérdida de orden 
en un sistema”, la tendencia como tal no nos permite hablar de determinismo puro sino de 
probabilidades. 

	 En la revisión bibliográfica se encontró la importancia de la entropía para comprender el 
universo, su origen y destrucción. Ha sido tan importante que la misma Teología cristiana ha tratado 
de comprenderla con respecto a sus normas. 

	 Se observó que la entropía tiene una gran relación con la complejidad. Complejidad y 
entropía son partes fundamentales para comprender la realidad de un entorno y no se pueden separar. 
La complejidad juega con el orden y el desorden creando una paradoja. El aumento de la complejidad 
siempre va acompañado de un aumento de la incertidumbre. El riesgo que define la complejidad 
emergente se debe al principio entrópico. 

	 Una paradoja interesante. Si por algún arte de magia los entes complejos pudiesen mantenerse 
en estado estable, sin arriesgar nada, la evolución quedaría sin oportunidades.
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	 Los principios de la termodinámica proporcionan, como dirían los lingüistas, una gramática 
universal que determina la estructura de todos los sistemas complejos. Es la fuente natural de estudio 
de la Ciencia. Al ser humano le gusta introducirse y tratar de manejar lo complejo. El manejo de lo 
paradójico ha logrado que la ciencia avance.

	 Una forma de manejar la complejidad es intentar darle un orden tratando de crear sistemas. 
Aun teniendo un sistema que represente a algo complejo, se descubrió que, a medida que pasa el 
tiempo, la entropía aumenta.

	 Por lo que los Sistemas Informáticos no están exentos de la entropía. Para poder tener un 
mejor manejo de estos sistemas se ha desarrollado una división. Esto ha permitido un manejo más 
fácil de su complejidad. 

	 Un elemento que forma parte de los sistemas informáticos es el software. Igual que los 
sistemas informáticos, para el estudio del software se ha realizado una clasificación que permita 
manejarlos de una mejor manera.

	 El software es ajeno a la mayoría de las leyes de la física, salvo a una, la entropía, o cantidad 
de desorden de un sistema. La entropía de software nos dice que con el tiempo el software pierde su 
estructura, se hace más complejo, menos mantenible. De ahí la importancia de estudiar las causas 
que afectan la calidad del software y protocolos que permitan una adecuada calidad de software 
como el ISO/IEC 9126: 2001. Otro factor que permite tener una buena calidad del software son las 
métricas de calidad de software que miden la calidad de un proyecto.

	 Para poder medir la entropía a los sistemas de información, en 1948 C.E. Shannon crea un 
modelo matemático para poder descifrar los sistemas de comunicación por medio de entidades de 
probabilidad. El concepto de información es definido en términos estrictamente estadísticos, bajo el 
supuesto que puede ser tratado de manera semejante a como son tratadas las cantidades físicas como 
la masa y la energía.

	 Dentro de lo que es el desarrollo del software se han destacado actualmente todos los 
algoritmos que enmarcan a la Inteligencia Artificial (IA). La entropía ha jugado una parte fundamental, 
ya que un nuevo enfoque sobre lo que define la “inteligencia” o un “comportamiento inteligente”, 
apunta directamente al concepto de entropía como el responsable último.

	 El aprendizaje automático, rama de la IA, son algoritmos capaces de identificar patrones 
entre los datos para hacer predicciones. Bajo este esquema existen varios algoritmos en los cuales se 
pueden subclasificar. Todos ellos emplean el término de entropía, esto depende de su contexto y su 
significado. 

	 La ciberseguridad es un área joven que se está desarrollando a pasos agigantados. Como 
buen software viene integrado con la entropía. Se recomienda la entropía como un servicio para 
proporcionar claves criptográficas fuertes para aplicaciones basadas en la nube y dispositivos IoT 

integrados. Un servidor de entropía como servicio (EaaS) apunta a máquinas virtuales y contenedores 
que no pueden generar correctamente claves criptográficas seguras.

	 Como se observó en este escrito, la entropía en general se considera como “la pérdida del 
orden de un sistema”. En ciencias de la computación no es así, tiene varios significados dependiendo 
del área en que se analice. 

	 Por supuesto, la entropía, la complejidad y el caos son conceptos hermanos en el cual es 
fundamental que cualquier ingeniero conozca y pueda calcular dependiendo del contexto en el que 
se aplique alguno de estos términos.
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Capítulo XII

Guillermo Becerra Córdova1

UN SISTEMA QUE SIMULA COLISIONES 
EN UNA DIMENSIÓN ENTRE DOS CUERPOS

RESUMEN

En los cursos de Mecánica en bachillerato se estudia la Cantidad de Movimiento y su conservación. 
Dentro de este tema se encuentran las colisiones en una dimensión y el concepto de coeficiente de 
restitución. En el presente trabajo se muestra el uso de un sistema que simula colisiones en una 
dimensión entre dos cuerpos. Las simulaciones consisten en mostrar cómo dos cuerpos chocan dadas 
sus masas, las velocidades con las que se mueven y el coeficiente de restitución entre ambos cuerpos. 
Los movimientos de los cuerpos pueden ser en direcciones contrarias o en la misma dirección. 
Las simulaciones tratan de mostrar cómo las masas, las velocidades y el coeficiente de restitución 
influyen en el resultado de la colisión. No es lo mismo una colisión cuando las masas de los cuerpos 
son iguales que cuando son diferentes. De igual forma, no es lo mismo que un cuerpo se encuentre en 
reposo que cuando ambos se estén moviendo; incluso si sus direcciones son diferentes. El coeficiente 
de restitución también juega un papel importante. Si el coeficiente es igual a uno, la colisión 
sería perfectamente elástica y, en consecuencia, no habría pérdida de energía en la colisión. Si el 
coeficiente fuese igual a cero, correspondería a una colisión perfectamente inelástica, provocando 
que los cuerpos se mantengan unidos después de la colisión. Este tipo de colisiones es muy común 
en los accidentes de tránsito. Muchas veces los autos quedan unidos después de la colisión. Para 
un valor del coeficiente entre cero y uno, los cuerpos no quedarían unidos, pero perderían energía 
cinética. De esta forma, el sistema puede simular diversos tipos de situaciones al variar las masas 
y las velocidades de los cuerpos, al igual que el coeficiente de restitución. En consecuencia, las 
simulaciones hacen posible que el usuario pueda observar cada una de estas situaciones, creando con 
ello un lenguaje visual.

Palabras clave: cantidad de movimiento, conservación de la cantidad de movimiento, colisiones en 
una dimensión, coeficiente de restitución.
1 Doctor en Ciencias en Educación Agrícola Superior; Universidad Autónoma Chapingo, Dpto. de Preparatoria Agrícola, Área de Física; 
e-mail: gbecerrac@chapingo.mx
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ABSTRACT

In the Mechanics courses in high school, the Quantity of Movement and its conservation are studied. 
Within this topic are collisions in one dimension and the concept of coefficient of restitution. In the 
present work, the use of a system that simulates collisions in one dimension between two bodies is 
shown. The simulations consist of showing how two bodies collide given their masses, the speeds 
with which they move and the coefficient of restitution between both bodies. The movements of 
the bodies can be in opposite directions or in the same direction. The simulations try to show how 
masses, velocities and the coefficient of restitution influence the outcome of the collision. A collision 
is not the same when the masses of the bodies are the same as when they are different. Similarly, it 
is not the same for a body to be at rest as when both are moving, even if their addresses are different. 
The coefficient of restitution also plays an important role. If the coefficient is equal to one, the 
collision would be perfectly elastic and, consequently, there would be no energy loss in the collision. 
If the coefficient were equal to zero, it would correspond to a perfectly inelastic collision, causing the 
bodies to stick together after the collision. This type of collision is very common in traffic accidents. 
Many times, the cars are joined after the collision. For a value of the coefficient between zero and 
one, the bodies would not be united, but would lose kinetic energy. In this way, the system can 
simulate various types of situations by varying the masses and velocities of the bodies, as well as the 
coefficient of restitution. Consequently, the simulations make it possible for the user to observe each 
of these situations, thereby creating a visual language.

Word keys: momentum, conservation of momentum, collisions in one dimension, coefficient of 
restitution.

INTRODUCCIÓN

Cuando se atraviesa una persona, ¿te has dado cuenta de que es muy difícil evitar chocar con ella 
si vas corriendo? ¿O si corres por una pendiente y con la velocidad que llevas es prácticamente 
imposible detenerse a menos de que te caigas? O qué es más fácil detener: ¿una pelota de hule o un 
balón de piel, a pesar de que lleven la misma velocidad? 

	 En todos estos fenómenos están involucradas la velocidad y la masa de un objeto. La 
conjunción de ambas nos da un concepto llamado cantidad de movimiento. El producto de la masa 
que tiene un cuerpo por la velocidad con la que se mueve, se le conoce como cantidad de movimiento 
o ímpetu. Matemáticamente se tiene (Bueche, 1990, 74):

						                                                                           1

	 Donde  es la cantidad de movimiento,  es la masa del cuerpo y  es la velocidad con la que 
se mueve el cuerpo. La cantidad de movimiento es una magnitud vectorial porque es el producto de 
una magnitud escalar (la masa) por una cantidad vectorial (la velocidad). En consecuencia, para que 
la cantidad de movimiento sea completamente especificada debe ser representada por su magnitud 

y su dirección. Esta expresión nos indica que mientras más grande sea la masa y/o la rapidez de 
un objeto, su cantidad de movimiento es mayor. O si la masa y la rapidez del cuerpo es pequeña, 
entonces su cantidad de movimiento también debe ser pequeño. Es por eso por lo que un objeto con 
masa muy grande como un camión, es muy difícil de detener a pesar de que tenga una velocidad 
relativamente pequeña. La unidad del momento lineal en el Sistema Internacional es kilogramo 
por metro entre segundo. La dirección de la cantidad de movimiento de un cuerpo coincide con 
la dirección de la velocidad del cuerpo. Debido a que la masa siempre es positiva, no cambia la 
dirección de la cantidad de movimiento y de la velocidad del cuerpo; ambas direcciones son iguales.

	 Una fuerza  que actúa durante un tiempo  sobre un cuerpo le proporciona un impulso, dado 
por (Resnick, 1980, 198):

						                                                                             2

La unidad del Impulso en el Sistema Internacional es Newton por segundo. 

	 Cuando una fuerza actúa sobre un cuerpo se produce un cambio en la cantidad de movimiento. 
Así, el impulso aplicado a un cuerpo es igual al cambio de la cantidad de movimiento, es decir 
(Serway, 1985, 120):

						                                                                        3

	 Donde es el cambio en la cantidad de movimiento,  es la fuerza que se aplica al cuerpo,  
es el tiempo en el cual se aplica la fuerza e  es el impulso. El cambio en la cantidad de movimiento 
puede ocurrir debido al cambio de la masa, de la velocidad o de ambas. Si la masa permanece 
constante, entonces debe ocurrir un cambio de velocidad si la cantidad de movimiento cambia. Si el 
cambio en la cantidad de movimiento es constante, entonces el producto de la fuerza por el tiempo 
también sería constante y, como el transcurso del tiempo se considera constante, entonces la fuerza 
que se aplica también sería constante. Esto es un caso particular en el cual la fuerza aplicada es 
constante. En general, la fuerza puede variar y, en ese caso, el cambio en la cantidad de movimiento 
no sería constante. De esta forma, el impulso depende del producto de la fuerza que se le aplique a 
un cuerpo multiplicado por el tiempo en que se aplique. El impulso será más grande si aplicamos la 
misma fuerza durante un tiempo más prolongado. O el impulso será más pequeño si aplicamos la 
misma fuerza en un tiempo muy corto. Tanto la fuerza como el tiempo son importantes para cambiar 
la cantidad de movimiento de un cuerpo. Se puede tener el mismo impulso aplicando una fuerza 
grande en un tiempo muy pequeño o aplicando una fuerza pequeña en un tiempo muy grande.

	 Cuando la fuerza es muy grande, como el golpe de un martillo, un bastón de golf, un bate, 
etc., se ha observado que el cuerpo puede llegar a deformarse, ya sea permanente o temporalmente. 
En el caso en que la fuerza sea muy pequeña, el tiempo en que se aplique debe ser muy grande para 
producir el mismo impulso. Así, si queremos detener el movimiento de un objeto sería conveniente 
utilizar una fuerza muy pequeña en un tiempo muy grande, ya que, al utilizar una fuerza muy grande 
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en un tiempo muy pequeño, se tendría la posibilidad de que el cuerpo se deforme o nos duela más el 
golpe que experimentamos si tratamos de detenerlo con alguna parte de nuestro cuerpo. Esto puede 
suceder cuando un automóvil choca con un muro, un árbol o cualquier obstáculo que sea sólido. Las 
consecuencias pueden ser fatales cuando la fuerza que se aplica es grande en un tiempo muy corto. 
En cambio, si utilizamos arena, paja o cualquier material que haga que la fuerza que se aplique sea 
pequeña en un tiempo relativamente largo, hará que el objeto se detenga con poca posibilidad de 
que se deforme, incluso permanentemente como sucede con los automóviles. Por eso es conveniente 
que los autos se fabriquen con material que pueda ser fácilmente deformable para que la fuerza con 
la que llegue a chocar un auto contra un material sólido se disminuya en un tiempo más grande en 
comparación con la fuerza que se aplicaría cuando el auto no tiene material fácilmente deformable 
(Hewitt, 1995, 98). 

	 Mucha gente cuestionaba los autos que eran construidos con partes que no fueran de metal, 
pero después se dieron cuenta que convenía más ya que en un accidente el impacto se amortiguaba 
más porque sus piezas no eran tan sólidas. El problema ahora es que la deformación que sufren 
los autos hace que la gente quede atrapada dentro de ellos. Pero eso es otro problema. Lo mismo 
sucede cuando caemos en un piso sólido después de haber saltado desde una determinada altura. Lo 
más conveniente es flexionar las piernas para que la fuerza con que caigamos sea en un tiempo más 
prolongado, evitando así que la fuerza sea grande. En conclusión, se pueden tener iguales impulsos, 
pero en algunas ocasiones la fuerza con la que se aplica el impulso debe ser grande, ocasionando 
que el tiempo en que se aplique la fuerza sea muy corto. Mientras más corto sea el tiempo en el que 
se aplique la fuerza, mayor será la fuerza que se aplique, para un impulso dado. Los golpes que se 
dan ya sean con martillos o con cualquier tipo de instrumentos, harán que se aplique una fuerza muy 
grande en un tiempo relativamente corto. Por eso tenemos que evitar que nos pegue el martillo a la 
hora que estamos clavando. Para evitar un poco ese efecto, es recomendable que se usen guantes para 
aumentar el tiempo en que nos golpee el martillo. En otras ocasiones es recomendable que el tiempo 
que tarda en actuar una fuerza sea relativamente grande, para evitar que nos afecte. Esto se podría 
aplicar a los casos en que atrapamos una pelota dura, como una pelota de béisbol o algo similar. Para 
aumentar el tiempo que tarde la fuerza en actuar, se debe mover la mano en dirección del movimiento 
de la pelota. Lo mismo sucede si queremos evitar que nos afecte el golpe producido por un objeto. 
Es conveniente movernos en la dirección en la que se mueve el objeto para prolongar el tiempo que 
tarda en actuar la fuerza (Hewitt, 1995, 98).

	 De la ecuación 2 concluimos que el impulso produce un cambio en cantidad de movimiento, 
es decir (Resnick, 1980, 199):

						                                                            4

	 Cuando un cuerpo experimenta un impulso, la ecuación 4 afirma que ha actuado una fuerza 
sobre el cuerpo para que pueda cambiar su cantidad de movimiento. Una fuerza es consecuencia de 
la interacción con otros cuerpos. Así, por la tercera ley de Newton, las fuerzas que actúan sobre un 
cuerpo también las experimentan los cuerpos que las provocan. La cantidad de movimiento de un 

sistema de cuerpos en los que no existe una fuerza externa que influya, se mantiene constante. De 
esta forma, el cambio en la cantidad de movimiento de un cuerpo es igual a menos al cambio en la 
cantidad de movimiento del resto de los cuerpos que componen el sistema, siempre y cuando, el 
sistema no reciba influencia de fuerzas externas. Cuando un sistema se encuentra aislado, la cantidad 
de movimiento se mantiene constante porque no hay fuerzas externas. En el caso en que el sistema 
estuviera influido por una fuerza, su cantidad de movimiento cambiaría. En consecuencia, podemos 
afirmar que (Beltrán, 1975, 80):

“Si sobre un sistema no se ejerce fuerza neta, la cantidad de movimiento no cambia”

De esta forma, la cantidad de movimiento de los cuerpos que interactúan en un sistema aislado 
permanece constante. Esto nos indica que la cantidad de movimiento de cada una de las partículas 
que constituyen un sistema aislado puede cambiar, pero la suma de la cantidad de movimiento de 
todas las partículas es igual a cero. Así, la cantidad de movimiento que posee un sistema antes de 
su interacción es igual a la cantidad de movimiento después de su interacción. Cuando la cantidad 
de movimiento no cambia, decimos que se conserva. Por lo que la cantidad de movimiento de un 
sistema se conserva cuando sobre el sistema no actúan fuerzas. A este hecho se le conoce como ley 
de conservación de la cantidad de movimiento.

	 Para un par de cuerpos que colisionan, la suma de la cantidad de movimiento antes de la 
colisión es igual a la suma de la cantidad de movimiento de los cuerpos después de la colisión.

	 Matemáticamente se tiene este enunciado de la siguiente forma (Tippler, 1995, 150):

					                                                       5

	 Donde:  y  son las masas de los cuerpos;  y  , son las velocidades de los cuerpos 
antes de la colisión, conociéndose como velocidades iniciales y  y  , son las velocidades de los 
cuerpos después de la colisión, conociéndose como velocidades finales.

	 Como consecuencia de esto podemos afirmar que, en la colisión entre partículas o cuerpos, 
en la desintegración radiactiva o en una explosión, la cantidad de movimiento se mantiene constante, 
siempre y cuando no haya fuerzas externas.

	 Si consideramos la caída de un cuerpo, el cuerpo en sí mismo no estaría aislado y, en 
consecuencia, su cantidad de movimiento cambiaría. Cambiaría porque estaría expuesto a una fuerza 
externa como el peso. Pero si consideramos como sistema al formado por el cuerpo y la Tierra, la 
cantidad de movimiento del sistema permanecería constante. El problema es que el cambio en la 
cantidad de movimiento de la Tierra no se percibe por su gran masa. Pero teóricamente debe cambiar, 
independientemente de que se perciba o no. Sin embargo, si ponemos a interactuar dos cuerpos que 
tengan masas muy similares, el cambio en la cantidad de movimiento se percibiría fácilmente. Por 
ejemplo, supongamos que una bola de billar choca con una pelota de esponja. Como la masa de la 
bola de billar es muy grande en comparación de la masa de la pelota de esponja, después del choque 
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la bola de billar casi mantendría su movimiento en la misma dirección con la que se movía antes 
del choque. En cambio, la pelota de esponja comenzaría a moverse en la misma dirección con la 
que se movía la bola de billar. Si ahora la pelota de esponja es la que se mueve y la bola de billar 
se encuentra en reposo, al chocar la pelota de esponja veremos que rebotaría y que la bola de billar 
se movería muy poco, en la misma dirección en la que se movía la pelota de esponja antes de la 
colisión. Si las masas de ambas pelotas son iguales, al impactar una de ellas sobre la otra veríamos 
que la que se encontraba en reposo se movería con la misma velocidad con la que se movía la bola 
que impactó y que la bola que impactó se quedaría estática después de la colisión. En todos estos 
casos la cantidad de movimiento de cada uno de los cuerpos cambia, pero la cantidad de movimiento 
del sistema permanece constante. Esto es considerando que los cuerpos giran sin fricción porque, si 
consideramos que influye la fricción, entonces la cantidad de movimiento no se mantendría constante 
debido a la presencia de una fuerza externa (Hewitt, 1995, 105).

	 Los ejemplos de colisiones que hemos analizado anteriormente son ejemplos de colisiones 
que se consideran elásticas porque la deformación que sufren no es permanente y esta deformación 
no genera una pérdida de energía. En estas condiciones se dice que la colisión es elástica.

	 Cuando un cuerpo se deforma permanentemente o genera calor en una colisión, se dice que 
la colisión es inelástica. De igual forma, cuando dos o más objetos en una colisión quedan unidos, 
decimos que la colisión es inelástica. Es muy común encontrar colisiones inelásticas. Por ejemplo, 
cuando aventamos un papel mojado hacia el techo o el piso, vemos que se queda pegado. En este caso 
se dice que la colisión es perfectamente inelástica. De igual forma sucede cuando dos autos quedan 
unidos después de un choque. También sucede cuando una persona atrapa una pelota. También son 
ejemplos de colisiones inelásticas cuando dejamos caer al piso una pelota de esponja. Vemos que 
rebotaría un número finito de veces hasta que deja de botar. Estas colisiones son inelásticas porque, 
a pesar de que no se deforma permanentemente la pelota, se generaría calor en cada rebote y esto, 
teóricamente, aumentaría su temperatura. A pesar de que existan colisiones inelásticas, la cantidad de 
movimiento se conservaría. Por ejemplo, se ha visto que cuando un cuerpo colisiona con otro que se 
encuentra en reposo y queda unido después de la colisión, la velocidad del cuerpo que lleva ahora el 
cuerpo que se movía, es menor ya que se encuentra unido al cuerpo que se encontraba en reposo. Esa 
unión hace que la velocidad del cuerpo que se movía disminuyera. Al hacer cálculos de la suma de la 
cantidad de movimiento de los cuerpos antes y después de la colisión, vemos que son iguales. Es decir, 
la cantidad de movimiento de un sistema en la que existen colisiones inelásticas, también se conserva.

	 Para cualquier colisión entre dos cuerpos en la se mueven a lo largo de una línea recta, el 
coeficiente de restitución  se define como (Bueche, 1990, 75):

						                                                                           6

Donde:   y  son las velocidades iniciales y  y  son las velocidades finales de los cuerpos.

	 Para una colisión perfectamente elástica , para una colisión inelástica  y para 
una colisión perfectamente inelástica . En una colisión perfectamente inelástica, los cuerpos 
permanecen unidos después de la colisión. Esto sucede con una bala que impacte a un bloque de 
madera que se encuentre suspendido de un hilo. Observaciones experimentales muestran que la 
mayoría de los cuerpos duros son altamente resilientes, mientras que los cuerpos blandos son menos 
resilientes y rebotan menos. La resiliencia se define como la capacidad de un cuerpo a sufrir una 
compresión o rápida deformación, sin que se deforme permanentemente. El vigor con el cual el 
cuerpo se restablece a su antigua forma después de una deformación es llamado restitución.

	 Para un coeficiente de restitución igual a uno, la energía cinética del sistema de cuerpos 
que colisionan se conserva. Por lo que es equivalente decir que si el coeficiente de restitución es 
igual a uno entonces la energía cinética de ambos cuerpos se conserva o si la energía cinética de un 
sistema de dos cuerpos se conserva, entonces el coeficiente de restitución entre estos dos cuerpos 
es igual a uno.

	 Para conocer las velocidades finales de los cuerpos después de una colisión, utilizamos la 
ecuación 6 y despejamos la velocidad, es decir:

						                                                                7

Y la sustituimos en la ecuación 4

					                                       8

Al despejar , obtenemos:

					   
                                                   9

Finalmente, sustituyendo la ecuación 10 en la ecuación 8, obtenemos:

					   
                                                  10

MATERIALES Y MÉTODOS

Haciendo uso de las ecuaciones 9 y 10 se programó el sistema. El programa que se utilizó fue Visual 
Studio 12, el cual puede descargarse de la red. Hay páginas que permiten descargarlo libremente y 
otras requieren de pago. Se diseñó el programa considerando los datos que debe introducir el usuario 
para que se lleve a cabo una simulación (Ceballos, 2010, 75). Los datos que se deben introducir son: 
las masas y las velocidades iniciales de los cuerpos y el coeficiente de restitución. Con estos datos 
el sistema correrá la simulación. La simulación consiste en un par de rectángulos que representan 
los cuerpos que van a colisionar. Dependiendo de los valores de las velocidades iniciales que se 
introduzca el usuario, será la posición inicial que tengan los rectángulos en el espacio diseñado 
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para su movimiento. Por diseño, los valores de las masas de los cuerpos inicialmente son iguales 
a 1 kg. La velocidad inicial de uno de los cuerpos es igual a 10 m/s y la del otro cuerpo es igual a 
cero, es decir, se encuentra en reposo. El coeficiente de restitución se le asignó inicialmente un valor 
igual a 1. Estos valores pueden ser cambiados de acuerdo con lo que usuario desee introducir. Los 
valores de las masas y velocidades iniciales, al igual que el coeficiente de restitución son cambiados 
a través de barras de desplazamiento. Los valores de las masas de los cuerpos oscilan entre 1 y 
5 kg, incrementándose de 1 en 1. Los valores de las velocidades iniciales de uno de los cuerpos 
oscilan entre 10 y 20 m/s y las velocidades del otro cuerpo oscilan entre -12 y 8 m/s, los cuales se 
incrementan de 1 en 1. Los valores del coeficiente de restitución se encuentran entre 0 y 1, variando 
de 0.1 en 0.1.

	 El sistema está diseñado para que los cuerpos choquen o se alcancen. Con esto se consideran 
todos los casos de colisiones en una dimensión entre dos cuerpos, sean elásticas o inelásticas. El 
número de casos que pueden simularse es igual 63 525, los cuales pueden agruparse dependiendo de 
los valores de las masas, de las velocidades iniciales y del coeficiente de restitución. De esta forma se 
puede describir el comportamiento de las colisiones dependiendo de los valores que se introduzcan 
en el sistema. Al final de cada simulación aparecerán en unas cajas de texto las velocidades finales 
de los cuerpos.

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

En esta sección describiremos la forma en que se utiliza el sistema. En la figura 1 se muestra la 
ventana principal del sistema que se elaboró como resultado del proyecto. En esta ventana se 
muestran dos botones de comando. Uno de ellos sirve para Continuar con el sistema y el otro 
sirve para Salir.

 

Figura 1. Ventana principal del sistema.

Al escoger la opción Continuar aparecerá otra ventana como la mostrada en la figura 2.

Figura 2. Ventana correspondiente con la simulación.

		  En esta ventana se muestran 5 barras de desplazamiento. Las dos primeras se utilizan para 
asignar los valores de las masas los cuerpos, las siguientes corresponden con las velocidades de los 
cuerpos y la última está relacionada con el coeficiente de restitución entre ambos cuerpos. Para llevar 
a cabo una simulación es necesario asignar las masas y velocidades de los cuerpos, al igual que el 
valor del coeficiente de restitución. Cuando se activa el programa, por diseño se tiene asignada una 
masa de un kilogramo a cada uno de los cuerpos, una velocidad de 10 m/s al primer cuerpo y una 
velocidad de 0 m/s al segundo cuerpo; es decir, se encuentra en reposo. También se le asigna un 
valor de uno al coeficiente de restitución, que en este caso sería una colisión perfectamente elástica.

		  Si activamos la simulación, el usuario observaría que el cuerpo de la izquierda se movería 
hacia el cuerpo que se encuentra en reposo. Después de la colisión, el cuerpo de color amarillo 
quedaría en reposo y el de color verde se movería en la misma dirección con la que se movía el 
cuerpo de color amarillo. Esto es consecuencia de que ambos cuerpos tienen la misma masa y que 
uno se mueve para chocar con el otro que se encuentra en reposo. También este resultado se debe 
a que el coeficiente de restitución es igual a uno, originando una colisión perfectamente elástica. 
Finalmente, las restantes cajas de texto, se muestran las velocidades de los cuerpos después de la 
colisión. La figura 3 muestra esta situación.

 

Figura 3. Ventana que muestra el resultado final de la simulación.
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		  Vea en la figura 3 que, para este caso, el cuerpo amarillo se queda en reposo y el verde se va 
mover con la misma velocidad con la que se movía el cuerpo amarillo. Esto sucede si ambas masas 
son iguales con uno de los cuerpos en reposo y es una colisión perfectamente elástica.

		  Como siguiente caso, mostraremos lo que sucedería si la masa del cuerpo amarillo es 
el doble de la masa del cuerpo verde cuando el cuerpo amarillo golpea al cuerpo verde y es una 
colisión perfectamente elástica. La figura 4 muestra las condiciones con las que se efectuará 
la colisión.

 

Figura 4. Ventana que muestra el doble de una masa con respecto de la otra.

	 Vea en la figura 5 que, para este caso, el cuerpo amarillo no se queda en reposo y el 
verde se va a mover con una velocidad mayor que la velocidad con la que se movía el cuerpo 
amarillo. Esto sucede si la masa del cuerpo amarillo es el doble de la masa del cuerpo verde y 
el cuerpo amarillo golpea al verde, además de ser una colisión perfectamente elástica. Observe 
la figura 5.

 

Figura 5. Ventana que muestra el resultado de la colisión cuando una masa es el doble de la otra.

		  Como siguiente caso, mostraremos lo que sucedería si la masa del cuerpo amarillo es cinco 
veces más grande que la masa del cuerpo verde cuando el cuerpo amarillo golpea al cuerpo verde y 
es una colisión perfectamente elástica. La figura 6 muestra las condiciones con las que se efectuará 
la colisión.

Figura 6. Ventana que muestra cinco veces la masa de  
un cuerpo con respecto de la otra.

		  Al finalizar la simulación vemos que la velocidad del cuerpo verde es mayor que la velocidad 
del cuerpo amarillo debido a su masa que es mucho mayor. De esta forma, vemos que mientras 
mayor sea la masa del cuerpo que golpea, mayor será la velocidad con la que se mueva el cuerpo 
de menor masa después de la colisión; considerando que el cuerpo de menor masa se encontraba en 
reposo antes de la colisión y que la colisión es perfectamente elástica.

Figura 7. Ventana que muestra la colisión cuando una masa  
es cinco veces mayor que la otra.

		  Como siguiente caso, mostraremos lo que sucedería si las masas de los cuerpos son iguales, 
pero se mueven en sentido contrario, considerando que es una colisión perfectamente elástica. La 
figura 8 muestra las condiciones con las que se efectuará la colisión.
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Figura 8. Ventana que muestra las velocidades de ambos  
cuerpos en direcciones opuestas.

		  Al finalizar la simulación, vemos que las velocidades de ambos cuerpos son iguales, sólo 
que se dirigen en direcciones opuestas. Esto sucede si ambas masas son iguales y se dirigen uno 
hacia el otro en direcciones opuestas antes de la colisión y que la colisión es perfectamente elástica. 
Observe la figura 9.

Figura 9. Ventana que muestra el resultado de la colisión cuando dos  
cuerpos de igual masa se mueven en direcciones opuestas.

		  Como siguiente caso, mostraremos lo que sucedería si las masas de los cuerpos son 
diferentes y se mueven en sentidos contrarios con la misma velocidad, considerando que es una 
colisión perfectamente elástica. En particular la masa de uno de los cuerpos es igual al doble del otro 
cuerpo. La figura 10 muestra las condiciones con las que se efectuará la colisión.

 

Figura 10. Ventana que muestra las velocidades de ambos  
cuerpos en direcciones opuestas y masas diferentes.

		  Al finalizar la simulación, vemos que las velocidades de ambos cuerpos son diferentes y 
se dirigen en direcciones opuestas. Esto es debido a que la masa del cuerpo amarillo es mayor 
que la del cuerpo verde, ocasionando que después de la colisión el cuerpo amarillo se mueva con 
menor velocidad que el cuerpo de color verde. También se puede comprobar que las cantidades de 
movimiento de los cuerpos antes de la colisión es igual a la suma de las cantidades de movimiento 
después de la colisión. Note que la velocidad del cuerpo verde es mayor después de la colisión. 
Observe la figura 11.

Figura 11. Ventana que muestra el resultado de la colisión cuando dos cuerpos  
con diferente masa se mueven en direcciones y velocidades opuestas.

		  Como siguiente caso, mostraremos lo que sucedería si la masa del cuerpo amarillo es cinco 
veces más grande que la del cuerpo verde y se mueven en sentidos contrarios con la misma velocidad, 
considerando que es una colisión perfectamente elástica. La figura 12 muestra las condiciones con 
las que se efectuará la colisión.
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Figura 12. Ventana que muestra las velocidades de ambos cuerpos en direcciones  
opuestas y la masa de un cuerpo es cinco veces mayor que la masa del otro cuerpo.

		  Al finalizar la simulación, vemos que las velocidades de ambos cuerpos son diferentes y 
se dirigen en direcciones opuestas. Esto es debido a que la masa del cuerpo amarillo es mayor 
que la del cuerpo verde, ocasionando que después de la colisión el cuerpo amarillo se mueva con 
menor velocidad que el cuerpo de color verde. También se puede comprobar que las cantidades de 
movimiento de los cuerpos antes de la colisión es igual a la suma de las cantidades de movimiento 
después de la colisión. Note que la velocidad del cuerpo verde es mucho mayor después de la 
colisión. De aquí podemos concluir que mientras más grande sea la masa de uno de los cuerpos, el 
otro cuerpo se moverá cada vez con mayor velocidad después de la colisión, siempre y cuando sea 
una colisión perfectamente elástica. De hecho, el cuerpo de mayor masa se sigue moviendo en la 
misma dirección, pero con menor velocidad. Esto nos indica que puede haber una masa en el cuerpo 
amarillo de tal forma que, al chocar con el objeto verde, éste se mueva y el objeto amarillo quede en 
reposo. Observe la figura 13.

Figura 13. Ventana que muestra el resultado de la colisión cuando uno de los cuerpos  
tiene una masa cinco veces mayor que la otra y se mueven con velocidades opuestas.

CONCLUSIONES

•	 El sistema sirve para comprobar que la cantidad de movimiento se conserva, 
independientemente de que sea una colisión elástica o inelástica.

•	 Aunque el sistema no muestra que la energía cinética se conserva en una colisión elástica y 
no se conserva en una colisión inelástica, el usuario puede comprobarlo haciendo uso de la 
ecuación que calcula dicha energía.

•	 El sistema sólo muestra simulaciones de colisiones en una dimensión entre dos cuerpos, 
pero los resultados se pueden generalizar a colisiones entre más cuerpos.

•	 El sistema puede mostrar que en una colisión elástica los cuerpos nunca van a quedar en 
reposo simultáneamente. Uno puede quedar en reposo, pero no ambos.

•	 El sistema puede mostrar que en una colisión inelástica es posible que los cuerpos queden 
en reposo. Este resultado dependerá de las masas y de las velocidades de los cuerpos. Es 
muy común que, en los accidentes de tránsito, los autos queden unidos. Dependiendo de las 
masas de los autos y de la posición que queden, se conozcan las velocidades con la que se 
movían los autos antes de la colisión.

•	 Con el sistema se pueden hacer muchas combinaciones entre las masas, las velocidades y 
el coeficiente de restitución. Con ello el usuario podrá observar cómo influyen cada una 
de estas variables en el resultado de la colisión. Dependiendo de los valores de las masas 
de los cuerpos, sus velocidades y del coeficiente de restitución, los cuerpos se quedarán en 
reposo, o uno de ellos se quedará en reposo y el otro iniciará un movimiento o continuará 
moviéndose en la misma o diferente dirección o se moverán ambos en la misma o diferente 
dirección. 
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Capítulo XIII

David Martín Santos Melgoza1

INVENTARIO DE ESTILOS DE ARGUMENTACIÓN 
DE INFORMACIÓN MATEMÁTICA Y MOTIVACIONAL

(IDEAMATEMATICA-R)

RESUMEN

Se presenta un instrumento que tiene como objetivo valorar, en estudiantes de primer año de 
preparatoria, el proceso de objetivación de “información relevante” en episodios de aprendizaje 
a través de argumentos. Este instrumento se compone de dos fases distinguibles a partir de que en 
ellas se valora el auto-reporte ante situaciones de aprendizaje matemático. En un primer momento, 
respecto de la manera en que se percibe en general así mismo el estudiante ante situaciones de 
aprendizaje matemático; mientras que, en un segundo momento, se valora su auto-reporte respecto 
de su autopercepción durante y después de que se hayan resuelto 3 problemas matemáticos. Se 
indican las diferentes subescalas que componen el instrumento, así como su correspondencia con los 
postulados teóricos con la teoría que explica la epistemología personal y su papel en el aprendizaje 
académico. Se muestra además del análisis psicométrico de los resultados y la orientación sugerida 
para los elementos que deben ser considerados en la didáctica de los individuos evaluados, algunas 
implicaciones teóricas para la enseñanza de las matemáticas desde una perspectiva de Agencia 
Académica propuesta por Bandura. 

Palabras clave: Capacidad Argumentativa, Objetivación de información matemática, Autorregulación 
del aprendizaje.

ABSTRACT	

An instrument is presented that aims to assess, in first-year high school students, the process of ob-
jectifying “relevant information” in learning episodes through arguments. This instrument is made 

1 Universidad Autónoma Chapingo, Carretera México-Texcoco Km 38.5, Chapingo, Estado de México C.P. 56235.  
e-mail: dsantosm@chapingo.mx

up of two distinguishable phases since in them the self-report in situations of mathematical learning 
is valued, at first, regarding the way in which the student perceives himself in general in situations 
of mathematical learning, while, in a second moment, their self-report is assessed regarding their 
self-perception during and after having solved 3 mathematical problems. The different subscales that 
make up the instrument are indicated, as well as their correspondence with the theoretical postulates 
with the theory that explains personal epistemology and its role in academic learning. In addition to 
the psychometric analysis of the results and the suggested orientation for the elements that should 
be considered in the didactics of the individuals evaluated, some theoretical implications for the 
teaching of mathematics from the perspective of Academic Agency proposed by Bandura are shown.

INTRODUCCIÓN

El inventario IDEAMATEMATICA en su versión revisada se puede aplicar individual o 
colectivamente y genera a partir de la identificación por autovaloraciones de los sujetos evaluados un 
perfil de comunicación que clasifica tipos de razones y creencias que los estudiantes de nivel medio 
superior ofrecen sobre su comportamiento, su información matemática y de sí mismos al enfrentar 
situaciones de aprendizaje que involucran, razonamiento algebraico, así como deductivo e inductivo. 
Se evalúa la justificación, por un lado, de la información útil para la solución de problemas planteados 
con el objeto de promover el aprendizaje de conceptos matemáticos, y por otro, la justificación de 
información subjetiva que determina el tipo de compromiso cognitivo que el estudiante asume en la 
situación escolar planteada (creencias, valoraciones y expectativas).

	  La evaluación se hace con referencia a una tarea de aprendizaje. En este sentido no se 
evalúan rasgos de los individuos, sino los estados particulares de estos individuos en determinados 
momentos del proceso de aprendizaje y sus determinantes contextuales. La intención de evaluar las 
explicaciones y argumentos es la de estructurar una perspectiva lingüístico-analítica de objetivación 
de contenidos de pensamiento autorreferencial en procesos de aprendizaje. Por lo tanto, el instrumento 
es sensible a la naturaleza de la información involucrada en el acto de fundamentar las razones 
para comportarse. La información se clasifica de acuerdo con los criterios propuestos por Popper 
(Miller, 1995) para diferenciar entre conocimiento subjetivo y objetivo. En este sentido, con base en 
la clase de criterios que usa el estudiante para justificar sus razones, se evalúa la conciencia del sujeto 
respecto del conocimiento como objeto, que posee una estructura en la que se encuentran definidas 
la prescripción y descripción de su naturaleza. Esto es, en una situación académica, el proceso de 
aprendizaje no necesariamente corre de manera paralela al proceso cognitivo que aparece durante la 
solución de un problema (en el contexto de la enseñanza matemática); por lo tanto, al argumentar, 
el estudiante muestra el grado de atención y conocimiento que tiene de su propio proceso de 
aprendizaje, durante la situación didáctica. Conocimiento que mediante el auto-reporte representa, 
por así decirlo, el estado de conciencia respecto de la propia situación cognitiva, sin que medie aún 
nuevo razonamiento que permita inferir nueva información respecto de la situación en cuestión; por 
lo que hablamos de conocimiento inmediato. En términos adaptativos para el estudiante, la solución 
de un problema escolar puede representar el medio para alcanzar múltiples fines. La solución al 
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problema es distinta en cada caso. Por hablar de tres tipos de fines distintos podemos decir que para 
un estudiante resolver el problema es lograr una respuesta inteligible para ofrecer al profesor; para 
otro, el fin es lograr la respuesta correcta para el problema planteado; y para un tercero, el fin es 
entender los principios que rigen la solución general de los problemas del mismo tipo. Por lo que su 
atención estará puesta en diferentes aspectos de su persona y del contexto. 

	 En este sentido, suponemos que los sujetos autorregulados son conscientes en alguna medida 
de que el proceso de aprendizaje no es el mismo que el proceso de solución de un problema, que en 
el proceso de solución de un problema los sujetos autorregulados deben hacer monitoreos dirigidos a 
reconocer el estado de sus ideas. Este estado de reconocimiento implica la identificación del estatus 
que sus ideas tienen en cuanto se constituyen como creencias o como conocimientos fundados 
en evidencia válida. Esto a su vez implica reconocer la fuente de la sanción que las sustenta. Por 
ende, el proceso de objetivación al que hacemos referencia implica los procesos metacognitivos 
involucrados en la autorregulación del comportamiento cuando se pretende alcanzar una meta y los 
relativos al proceso de razonamiento, entendido este como el proceso a partir del cual se asignan 
criterios de verdad o validez a la información que tiene utilidad y es guardada con la finalidad de ser 
utilizada posteriormente. En resumen, el nivel de conciencia (inmediata) con el que inician la tarea 
los estudiantes es variable respecto de diferentes factores personales y contextuales que intervienen 
en su compromiso y desempeño en la tarea. Este nivel de conciencia es una función de diferentes 
habilidades necesarias para la construcción de conocimiento, entre las que se encuentran la habilidad 
de objetivación, argumentación, identificación de evidencia y automonitoreo (o auto observación). 
En el contexto de este marco teórico, tomamos como interfaz la capacidad de argumentación entre los 
aspectos de comportamiento y construcción y reelaboración de estructuras de conocimiento objetivo 
en el sentido popperiano del término. Por lo tanto, partimos del entendido de que el conocimiento 
objetivo es independiente de la creencia de alguien, o de su disposición a sentir, a afirmar algo o 
actuar; no obstante, los individuos difieren entre sí en el grado de conciencia que tienen de este 
hecho. Para Popper se consideran como conocimientos objetivos las teorías, hipótesis y situaciones 
problemáticas, entre otras, por lo que, asumiendo esta posición, al someter a análisis las razones 
personales (competencias subjetivas) mediante la argumentación o justificación de éstas se abre la 
posibilidad de incorporar las competencias subjetivas del estudiante al análisis objetivo que éste 
puede hacer de la situación problemática que enfrenta dada una tarea académica. Por lo tanto, la 
habilidad para argumentar no necesariamente es equivalente a la habilidad de un sujeto para objetivar 
la información que maneja, pero parece el medio formal más adecuado para establecer un desarrollo 
convencional de sus estructuras de conocimiento.

	  Al introducir la distinción popperiana, se pretende evaluar la interacción entre los procesos 
de producción de conocimiento con los de recuperación de memoria y de estos con la disposición 
al compromiso cognitivo en situaciones de aprendizaje académico, que, como se observa en la 
literatura sobre el tópico, se integran a partir de la emergencia de teorías personales respecto del 
conocimiento y del cómo se aprende (Zimmerman & Schunk, 2001; Zeidner, M., Boekaerts, M., & 
Pintrich, P. R. 2000). 

	 Ahora bien y dado que, por un lado, tenemos a un sujeto que valora, cree y espera cosas 
de sus comportamientos ante situaciones dadas; y por el otro, al mismo sujeto con un bagaje de 
información, más o menos formal, concerniente a situaciones académicas de la misma naturaleza a 
la que se enfrenta, la distinción que se hace de la información del sujeto y la información matemática 
objetiva está dada por el proceso de validación al que se sujeta cada una. 

	 Sin embargo, consideramos que la diferencia estriba en la naturaleza de los criterios que 
se emplean para la validación de las inferencias; es decir, la naturaleza objetiva o subjetiva de la 
información es una función entre su estructura lógica y el reconocimiento que el individuo hace de la 
independencia que esta estructura tiene respecto de cualquier otro sistema de creencias o explicación; 
en este sentido, las ideas puestas a discusión y sometidas a las normas epistemológicas que dan 
validez al conocimiento experimentan un proceso  al que denominaremos de objetivación.  

	 Por lo tanto, el IDEAMATEMATICA permite evaluar la magnitud de la capacidad que el 
estudiante tiene para dar cuenta de las justificaciones que subyacen a una acción desde un punto 
de vista psicológico, o en el sentido antes expresado su capacidad para reconocer un objeto de 
conocimiento como estructura teórica independiente. Se propone, además de identificar las 
creencias, expectativas y valoraciones del estudiante sobre la tarea y sus capacidades, dimensionar 
su sensibilidad o capacidad para identificar evidencia que fundamente la razones de estas creencias 
o conocimientos. La evaluación se hace con base en las estructuras formales que fundamentan el 
conocimiento objetivo –como modelo de comparación respecto de las estructuras cognitivas de 
los estudiantes-; Esto permite comparar cualidades particulares de la información que los sujetos 
manejan al enfrentar la solución de problemas que exigen la posesión de información objetiva y 
válida; y al mismo tiempo, evaluar el estatus del conocimiento que los estudiantes le otorgan a sus 
ideas y juicios autorreferenciales en términos de sus propios criterios. 

	 El instrumento se compone de tres subescalas: la primera, concerniente a la base informática 
del sujeto para enfrentar problemas de razonamiento; la segunda, relacionada con el perfil de 
comportamiento del estudiante cuando justifica las razones para comportarse; y la tercera, interesada 
en la habilidad para comunicar e interpretar ideas, y sentimientos, así como justificar sus motivos.  

	 Los aspectos del razonamiento matemático son evaluados mediante la presentación de tres 
problemas que exigen razonamiento tanto deductivo como inductivo. Uno es de carácter probabilístico, 
otro lógico-deductivo, y el último algebraico. Se dispone la evaluación a partir de éstos, sobre la base 
de que se evalúa el entendimiento y conocimiento inmediato de la información matemática con la 
que se enfrentan los problemas, y que no se quiere evaluar solamente el conocimiento y dominio 
de los algoritmos algebraicos con los que cuenta el estudiante, por lo que no se plantea más que 
un problema de cada tipo y se solicita la justificación amplia y razonada de las respuestas y su 
pertinencia en el contexto. Consideramos (al igual que Sutherland, Rojano, Bell, y Lins, 2001) que 
al enseñar álgebra hay que brincar el obstáculo de no enseñar solamente manipulaciones de símbolos 
sino la importancia anticipatoria y probatoria de esta área del conocimiento. Por lo tanto, al usar, 
además de un problema algebraico, que es el conocimiento blanco en nuestro análisis, un problema 
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inductivo y uno deductivo, se pretende comparar el saber inmediato del estudiante respecto de la 
noción de relación causal y de relación probable con el uso de algoritmos aplicados a problemas de 
razonamiento que implican uso de conocimiento algebraico.

	 A continuación, se explica la estructura de la prueba, primero de manera general de acuerdo 
con la definición y composición de los constructos y después en función de los indicadores y 
reactivos.

	 Comencemos por indicar que la evaluación se hace en el contexto de una tarea de aprendizaje. 
A los estudiantes se les informa que se iniciará una tarea de aprendizaje. 

	 Como se mencionó anteriormente el instrumento se conforma de tres escalas: La base 
informática, perfil de comportamiento y habilidad de expresión. Cada una de estas se compone de 
diferentes subescalas. La definición y composición de los constructos es la siguiente:

Escala I

La base informática 

La porción de evaluación de la base informática del estudiante evalúa lo que denominamos, (como 
otros autores, ej. Kuhn, 2000), entendimiento epistemológico. En ésta se evalúan el conocimiento 
inmediato que los estudiantes tienen respecto de la naturaleza de sus ideas sobre qué es el conocimiento 
y cómo se adquiere. Se dirige la evaluación al conocimiento inmediato que el estudiante tiene de 
la manera en que participa cuando aprende y de la posición que mantiene frente al conocimiento 
académico.  Esta porción del instrumento cuenta con dos secciones:

	 a) Subescala conocimiento del propio funcionamiento cognitivo

La sección relativa al conocimiento del propio funcionamiento cognitivo se avoca a evaluar el 
conocimiento inmediato de su posición ante el conocimiento, cuando lo maneja y adquiere. Se refiere 
a una base informática constituida por creencias, expectativas, afectos y teorías respecto de la propia 
estructura cognitiva, su relación con el conocimiento académico y la manera en que se administra, 
por lo que se divide en tres bases informáticas a saber: meta-motivación, metaconocimiento y la 
administración de los recursos cognitivos.	

Meta-motivación

La meta-motivación, considerada como el conocimiento inmediato de las propias razones para 
actuar, contempla estado de ánimo, compromiso cognitivo, atribución de consecuencias y valo-
ración de la tarea.

Metaconocimiento

el metaconocimiento, considerado el saber de la naturaleza del conocimiento y las creencias sobre 

la accesibilidad que se tiene a éste, contempla la evaluación de: qué tipo de objeto se considera que 
es el conocimiento y la accesibilidad al conocimiento.

Administración de los recursos cognitivos

la administración de los recursos cognitivos interpretada como una interfase entre la meta-
motivación y el metaconocimiento, se considera como la conciencia y perfil actitudinal de los afectos 
y motivaciones involucrados en los procesos de aprendizaje en los que se involucra el estudiante, así 
como la disposición para regular y comprometerse en tales procesos.

	 b) Sub escala conocimiento matemático.

La sección de evaluación del conocimiento matemático al igual que la sección de evaluación del 
conocimiento del propio funcionamiento cognitivo evalúa el conocimiento inmediato de la posición 
del estudiante frente al conocimiento, pero específicamente al conocimiento matemático relativo al 
álgebra. Cuenta con dos secciones:

La relación sujeto-objeto de conocimiento

la relación sujeto-objeto de conocimiento, que evalúa la situación emocional que experimenta el 
estudiante cuando enfrenta tareas de orden matemático.

La posición epistemológica

la posición epistemológica evalúa el saber de la naturaleza del conocimiento matemático en torno 
a la relación conocimiento matemático-realidad y la clase de objeto que se considera que es la 
matemática de acuerdo con la concepción que se tenga de la naturaleza del conocimiento matemático 
(artificial o natural).

Escala II

Evaluación del perfil del comportamiento

Esta segunda subescala evalúa los estilos de respuesta que el estudiante suele instrumentar cuando 
se conduce en la solución de problemas de razonamiento, de acuerdo con la manera en que organiza 
la información disponible, de tal forma que se busca caracterizar los estilos de validación. Se 
contemplan dos aspectos del comportamiento del estudiante al manejar información en pro de 
resolver una situación problemática:

Tendencia a la sistematización

Lo que se denomina tendencia a la sistematización, la cual se considera como la capacidad para dar 
orden a la información en función de la caracterización del tipo de información según categorías 
funcionales dentro de un sistema axiomático que puede ser informal o formal en diferentes grados.  
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Se evalúa la sistematización, tanto del comportamiento, como de la información.

Sensibilidad a los criterios

Lo que se denomina sensibilidad a los criterios en la información problematizada evalúa la capacidad 
del estudiante para darse cuenta de las razones epistemológicamente válidas que fundamentan la 
credibilidad que le representa la información que expone como cierta. A este respecto se evalúan dos 
aspectos:

Subescala III

Evaluación de la habilidad de expresión

En esta tercera subescala, se evalúa la capacidad del estudiante para producir y expresar argumentos. 
La evaluación se hace en función de la distinción de dos momentos en la producción de argumentos. 
El primero relacionado con el análisis y la síntesis que se hace del problema en el que se evalúa la 
habilidad para entender ideas y problemas, el segundo, es el de la articulación gramatical en el que 
se evalúa la 

Habilidad para entender ideas y problemas

La habilidad para entender ideas y problemas evalúa la fase en que el estudiante debe generar una 
explicación que le dé claridad sobre la problematización de la situación.

Articulación gramatical

La articulación gramatical es la capacidad para expresar adecuadamente las ideas contenidas en un 
argumento.  Se evalúa a partir de los criterios de orden, coherencia y validez.

CONCLUSIONES

Las dimensiones propuestas para evaluar la capacidad de argumentación se consideran como índice 
objetivo de habilidad auto-regulatoria en situaciones de aprendizaje. Este índice debe ser explorado 
como un proceso auto-regulatorio en sí mismo. Se considera que las creencias, por un lado, y 
los conocimientos por el otro, son cualidades de la información que emergen de un solo proceso 
que depende de la habilidad de los sujetos para identificar el origen de la sanción en la validación 
de información y que puede representar un área de oportunidad en la promoción de capacidades 
académicas en estudiantes que originalmente pueden tener malas experiencias motivacionales en 
episodios de aprendizaje de contenidos matemáticos.
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